﻿HERMANN WEIL SIMETRIE Traducere din engleză B V BIRYUKOVA și Y A DANILOVA Editat de B A ROZENFELD EDITURA "NAUKA" EDIȚIA PRINCIPALA LITERATURA FIZICĂ ȘI MATEMATICĂ MOSCOVA La UDC SIMETRIE DE HERMANN WEYL PRINCETON UNIVERSITY PRESS PRINCETON, NEW JERSEY - - - CONŢINUT Nota editorului I M Yaglom Hermann Eyl și ideea de simetrie Cuvânt înainte Prima prelegere Simetria oglinzii A doua prelegere Simetrii translaționale, rotaționale și aferente A treia prelegere Simetria ornamentală Cursul patru Cristale Ideea matematică generală a simetriei Anexa A Definirea tuturor grupurilor finite de rotații proprii în spațiul tridimensional Anexa B Activarea rotațiilor oglinzilor Note B V Biryukov G Weil și problemele metodologice ale științei EDITORIAL Această carte este ultima lucrare a unuia dintre cei mai mari matematicieni ai secolului XX, Hermann Weyl ( - ) Ea conturează conținutul prelegerilor publice susținute de autor în la Princeton (SUA) și este destinată celei mai largi game de cititori - pentru profesori și studenți, pentru matematicieni și non-matematicieni, pentru cei interesați de științele naturii și interesat de ştiinţele umaniste H Weil a fost un om de știință profund și versatil care a adus o mare contribuție la matematica "pură" și la aplicațiile acesteia; în special, munca sa a jucat un rol remarcabil în realizarea importanței ideii matematice de simetrie atât pentru matematică, cât și pentru fizică Desigur, această ultimă împrejurare acordă un interes deosebit prezentei cărți a lui H Weil Traducerea cărții se face din ediția - H W e y I, Symmetry, Princeton Univ Press, Textul în limba engleză a fost comparat cu traducerea germană a lui Lulu Bechtolsheim: H W e l, Symmei-rie, Basel-Stuttgart, Birkhauser Verlag, Ediția în limba rusă a cărții este însoțită de note plasate după textul lui Weil de către redactorul traducerii, care conțin, în special, referiri la traduceri în limba rusă ale lucrărilor menționate de autoare și la literatura ei ulterioară asupra problemelor ridicate în carte; referirile la aceste note sunt marcate cu numerele i g, etc Alături de aceasta, această publicație conține o schiță a vieții și lucrării științifice a lui H Weyl, precum și un articol despre îndrumările sale filozofice și metodologice Ornamentul de pe manta de praf a ediției ruse a cărții lui G Weil este împrumutat din albumul artistului olandez M K Escher (M C Escher), "Grafiek en Tekeningen", Zwolle (Olanda), (albumul a fost retipărit de multe ori ), HERMANN WEIL ȘI IDEEA DE SIMETRIE I M Aglog În Biblie, pe una dintre primele pagini ale acestei cărți străvechi, este relatată următoarea legendă Când erau mulți oameni, iar științele și artele au ajuns la o dezvoltare semnificativă, oamenii au decis că totul le este disponibil Și în comemorarea acestui lucru au construit un oraș - mai târziu a fost numit Babilon - și în centrul orașului - un turn Și din moment ce oamenii puteau face multe, au vrut să construiască un turn înalt, până la cer Dumnezeu a observat acest lucru pe cer - și s-a temut: ce se întâmplă dacă oamenii cu turnul lor al Babilonului ajung cu adevărat în cer, la Dumnezeu? Și a împărțit limbile și înainte de asta toți oamenii vorbeau aceeași limbă și oamenii au încetat să se mai înțeleagă Nici un poliglot înțelept care ar putea explica tuturor proiectul general al clădirii a fost găsit pe pământ, iar turnul s-a prăbușit, pentru că nu puteți construi nimic împreună fără să vă înțelegeți Mândrul turn al matematicii moderne s-a ridicat În secolul al XX-lea, construcția sa se realizează folosind metode moderne - oamenii au învățat deja să folosească echipamente electronice Frumosul turn s-a ridicat, iar constructorii admira, iar toata lumea incearca sa incadreze inca un detaliu, sa ridice cladirea si mai sus Dar cu cât turnul se ridică mai sus, cu atât constructorii se înțeleg mai rău: mai devreme toți vorbeau aceeași limbă a matematicii, dar acum? Anterior, exista o astfel de specialitate - "matematician", apoi a devenit mai convenabil să se vorbească despre o persoană: "geometrist" sau "algebrist", sau "analist" - și astăzi chiar și o astfel de diviziune pare a fi una mare Pentru fiecare dintre principalele discipline matematice - geometrie și algebră, aritmetică (teoria numerelor) și analiză - s-a împărțit într-un număr de școli și direcții, fiecare dintre acestea fiind caracterizată de propria abordare și aparat, propriul "limbaj" specific Și acum, se pare, specialiștii în geometrie "în mic" ) au învățat ') Punctul de plecare pentru toată geometria diferențială modernă "la mic" a fost minunatul discurs al lui B Riemann "Despre ipotezele care stau la baza geometriei", rostit încă din , dar apreciat abia după ce În , G Weyl l-a publicat cu profundul său comentarii | |, dezvăluind în limbajul modern sensul construcției lui Riemann (Numerele dintre paranteze drepte trimit cititorul la bibliografia de la pp - ) nu a reușit să înțeleagă specialiștii în geometrie "în ansamblu" '), specialiști în teoria numerelor algebrice -) - specialiști în teoria analitică a numerelor * ); oamenii de știință care dezvoltă aparatul matematic al teoriei relativității ) sunt specialiști în metodele matematice ale mecanicii cuantice ) Unde putem vorbi despre "poligloți" care cunosc toate "limbile", dezvoltă toate domeniile științei matematice colosal ramificate și ramificate? Dar inca Hermann Weyl s-a născut pe noiembrie în Germania, în orășelul Elmshorn de lângă Hamburg După ce a absolvit liceul în , a intrat în celebra Universitate Göttingen, care în acei ani era, fără îndoială, centrul gândirii matematice mondiale G Weyl a petrecut un număr de ani la Göttingen, care au fost decisivi pentru dezvoltarea sa ca om de știință A absolvit facultatea în și în același an și-a susținut disertația și a primit titlul de doctor în filozofie Din până în , Weil a ținut prelegeri la Universitatea din Göttingen ca Privatdozent; a petrecut doar unul dintre acești ani la München, unde a lucrat în acel moment unul dintre studenții preferați ai profesorului de la Göttingen Felix Klein, fizicianul și matematicianul Arnold Sommerfeld, ale cărui interese științifice aveau multe puncte de contact cu interesele lui Weyl Abia în G Weil a părăsit Göttingen pentru o lungă perioadă de timp, acceptând postul care i-a fost oferit de profesor la celebra Școală Tehnică Superioară din Zurich (Elveția) Felix Klein și David Hilbert au domnit la Universitatea din Göttingen în anii șederii lui Weil, iar studiul cu acești doi oameni de știință de frunte a jucat un rol enorm în viața lui Weyl Profesorul imediat al lui Weil a fost D Hilbert s): la urma urmei, motivul admiterii lui Weil la Universitatea din Göttingen a fost împrejurarea accidentală că directorul școlii secundare unde a studiat Weil a fost vărul lui Hilbert și l-a trimis pe școlar talentat la celebrul său văr ( iar acest accident Hilbert era îndatorat celor mai buni dintre studenții săi și lui Weyl, poate, întregii sale cariere științifice uluitoare!) În anii de studiu ai lui Weil ) Vezi, de exemplu, articolul clasic al lui G Weyl [ ] ) Una dintre cele mai bune expuneri ale teoriei numerelor algebrice este cartea profundă și strălucitoare a lui H Weyl [ ] ) Foarte multe construcții ale teoriei analitice a numerelor se bazează pe un articol vechi al lui H Weyl [ ], care este adesea denumit astăzi "clasic matematic" ) Poate cea mai bună introducere în metodele matematice ale teoriei relativității până astăzi este minunata carte a lui H Weil [ ], despre care vom vorbi mai târziu ■') O lucrare clasică dedicată construcției aparatului matematic al mecanicii cuantice este monografia lui H Weyl [ ], care a relevat pentru prima dată semnificația deplină a ideilor de simetrie pentru fizica modernă G) Câteva articole de H Weyl sunt consacrate lui D Hilbert, printre care ar trebui să remarcăm în special articolul amplu [ ], care conține un portret expresiv al lui Hilbert ca persoană și ca om de știință b la Göttingen, D Hilbert a dezvoltat acele întrebări de analiză matematică care l-au condus în cele din urmă la conceptul profund al spațiului (infinit-dimensional!), ale cărui "puncte" sunt funcții '); astăzi numim acest spațiu "spațiul Hilbert" Adiacent acestui cerc de idei se află primele lucrări tipărite ale lui Weyl, scrise de el ca student - principalul lucru pentru aceste lucrări a fost tocmai noțiunea de funcții, caracteristică școlii Hilbert, de funcții ca "vectori" ai infinitului spațiul metric dimensional al funcțiilor, , aparent, este prima contribuție independentă a lui H Weyl la știința matematică) a rolului jucat în spațiul funcțiilor de "funcțiile ortogonale" legate de vectorii ortogonali (perpendiculari) din spațiul obișnuit Teza de doctorat a lui G Weil, dedicată ecuațiilor integrale singulare (speciale), precum și o serie de lucrări importante ale sale din anii - , care dezvoltă teoria ecuațiilor integrale și a ecuațiilor diferențiale (derivate ordinare și parțiale), aparțin același cerc de idei Cu toate acestea, se poate spune cu certitudine că influența lui Hilbert asupra lui Weil nu este deloc epuizată de aceste lucrări timpurii - în multe și multe lucrări ulterioare ale lui H Weyl despre geometria diferențială și teoria numerelor algebrice, despre analiza matematică în sensul larg al cuvânt și pe bazele matematicii, se poate simți școala lui Hilbert Da, și însăși universalitatea lui Weil, o înțelegere profundă a esenței "matematicii în ansamblu", inseparabilă de atenția și interesul pentru cele mai diverse secțiuni ale matematicii și pentru probleme specifice - în toate acestea se poate vedea "stilul științific" " al Universității din Göttingen, influența lui D Hilbert și F Klein Da, și Klein de asemenea Influența celebrului Felix Klein asupra tânărului Weyl trece și ea ca un fir roșu prin întreaga viață și cariera științifică a lui Weyl Desigur, H Weil nu a putut asculta cursul lui F Klein despre teoria suprafețelor Riemann, datând din anii ai secolului trecut, dar, desigur, era familiarizat cu înregistrarea litografiată a acestui curs, care era disponibilă în biblioteca Universității din Göttingen și în cărțile citite de Weil în relatarea / În prelegerile sale pe aceeași temă la Göttingen, care au format conținutul primei sale cărți, Ideea unei suprafețe Riemann [ ], care a fost publicată pentru prima dată în și apoi republicată de mai multe ori, influența lui Klein se simte imediat Ideea principală a acestei cărți este o anumită sinteză a ideilor teoriei funcțiilor dezvoltate de F Klein și a ideilor topologice, provenite din profundele memorii ale olandezului L Brouwer, un matematician pe care Weil îl aprecia foarte mult, care a apărut în același Aceste ultime idei au făcut posibilă clarificarea conceptului general de "suprafață", a cărui non-trivialitate este bine ilustrată prin exemplul de "suprafețe Riemann" destul de complexe (cu mai multe foi!), care sunt domenii de definire a funcțiilor de o variabilă complexă (în mod obișnuit ') Vezi remarcabila monografie a lui D Hilbert (D Hіі-bert) "Fundamentals of the General Theory of Integral Equations" (Grundziige einer allgemeiner Theorie der Integralgleichungen, Leipzig, ), care a jucat un rol fundamental în dezvoltarea acestei ramură a matematicii pe care astăzi o numim "analiza funcțională" planurile nu sunt cu o singură valoare, ceea ce înseamnă că nu sunt funcții!) ) Dar alături de F Klein şi L Brouwer, "naşul" cărţii lui Weil este şi D Hilbert cu investigaţiile sale geometrice diferenţiale ) Cartea [ ] se caracterizează și prin merite pedagogice și pur literare foarte înalte, care fac din opera lui Weyl o operă remarcabilă de literatură matematică - și nu se poate decât să regrete (nu ultimul regret de acest fel în acest articol!) că această carte a nu a fost încă tradus în limba rusă Cu toate acestea, influența lui F Klein a afectat nu numai prima carte a tânărului Weil Spre deosebire de D Hilbert, care s-a numit cu mândrie un matematician "pur", F Klein a fost caracterizat de cel mai profund interes pentru fizică și considerații fizice - nu degeaba una dintre primele cărți ale lui Klein, scrisă în colaborare cu deja a menționat A Sommerfeld, a fost dedicat teoriei vârfului Iar cariera științifică a lui Weil a fost întotdeauna caracterizată de acea fuziune a hobby-urilor pur matematice și fizice, în care construcțiile matematice sunt fundamentul unor teorii fizice semnificative, iar considerentele fizice sunt adesea fundamentale pentru construcțiile matematice elegante În cele din urmă - și acest lucru este cel mai interesant pentru noi în legătură cu analiza ultimei cărți a lui Weyl! - F Klein a devenit celebru pentru conceptul său general de geometrie, care se bazează pe doctrina "automorfismelor" teoriei geometrice corespunzătoare - transformări geometrice care păstrează toate proprietățile figurilor considerate în această geometrie s) Acest concept, care leagă în esență subiectul geometriei cu ideea de simetrie, a fost gândit profund de G Weyl și a servit drept bază pentru unele dintre cele mai interesante lucrări ale sale (vom spune mai multe despre asta mai jos) Un discurs inspirat [ ] al lui H Weyl, rostit în decembrie - la patru ani după moartea lui Klein - la o ședință solemnă a Societății de matematică din Göttingen este dedicat lui F Klein; acest discurs remarcabil îl caracterizează nu mai puțin pe cel care l-a rostit decât pe cel căruia i-a fost dedicat La începutul discursului său, Weil citează cuvintele lui F Klein despre K-F Gauss, care "a combinat cele mai mari succese în fiecare domeniu specific al matematicii cu o versatilitate colosală și o enormă creativitate ') În domeniul numerelor reale, să zicem, funcția y - Yx (unde lv-i- ) poate fi făcută cu o singură valoare prin condiția y > Cu toate acestea, în regiunea numerelor complexe de acest fel, nu mai este posibil să se evidențieze una dintre cele două valori ale funcției w = Yr; aici singura cale de ieșire (indicată de B Riemann) este trecerea de la plan la o "suprafață Riemann cu două foi", pe două "foi" din care aceeași valoare a lui r corespunde valorilor lui w opus în semn ) A se vedea, de exemplu, binecunoscutul "Apendice IV" la "Fundamentals of Geometry" a lui D Hilbert (Gostekhizdat, , - ), consacrat în esență conceptului de "spațiu local" s) Vezi F Klein, A Comparative Review of the Newest Geometrical Research ("Programul Erlangen"), Sat "Despre fundamentele geometriei", Gostekhizdat, , p - putere în matematică pură, cu o pricepere practică în probleme de aplicare a matematicii, "și spune că această caracteristică poate fi atribuită lui Klein însuși, dar la urma urmei, G Weyl este, de asemenea, mai puțin caracterizat de o combinație de profunzime și versatilitate, posesie a întregului arsenal de mijloace de matematică pură și un interes serios pentru problemele matematice ale științelor naturale și chiar tehnologiei Weil caracterizează apoi "stilul științific" al lui Klein în detaliu și apoi trece la o anumită critică a lui Klein ca matematician al perioadei precedente; această parte critică a discursului său conține gânduri dragi autorului despre relația dintre matematica "pură" și "aplicată" și despre locul matematicii în cultura mondială: "În matematică există un pericol deosebit de mare de a ne limita la latura practică a problemei, legată de realitatea obiectivă, deoarece matematicienii sunt predispuși la absolutizare Această unilateralitate nu era caracteristică lui Klein Prelegerile pe care le-a ținut în timpul războiului despre istoria matematicii din secolul al XIX-lea mărturisesc înțelegerea sa profundă a spiritului istoriei: nu a separat niciodată faptele de fundalul lor istoric Aceasta explică și atitudinea sa rezervată față de fundamentele matematicii J), deși a subliniat cu ușurință că procesul de cunoaștere începe, ca să spunem așa, de la mijloc și apoi se dezvoltă nu numai pe o linie ascendentă, ci și pe o linie descendentă, pierdută în obscuritate Totuși, sarcina noastră este să încercăm în ambele direcții să străpungem ceața necunoscutului; dar, desigur, ideea că elefantul colosal al științei, purtând povara adevărului, stă pe o fundație absolută la care o persoană poate ajunge la fund, este doar o legendă Dintr-un alt aspect, activitatea lui Klein mi se pare a fi de o amploare insuficientă El a privit totul cu o minte deschisă și a contribuit în toate modurile posibile la convergența matematicii cu știința naturii și aspectele tehnice ale aplicațiilor sale Dar trebuie avut în vedere că, în plus, matematica joacă un rol foarte important în modelarea aspectului nostru spiritual A face matematică - ca mituri, literatură sau muzica - este una dintre cele mai inerente domenii ale activității creatoare umane, în care se manifestă esența sa umană, dorința pentru sfera intelectuală a vieții, care este una dintre manifestările armoniei mondiale Klein s-a plâns că "în societatea germană, aparent, nu s-a format încă o singură cultură, incluzând științele exacte ca una dintre componentele obligatorii" Dacă a existat un punct de cotitură în acest sens, acest lucru se poate explica aparent prin interesul sporit pentru tehnologie, datorită căruia masele largi se alătură culturii cunoașterii exacte, deși experiența mea personală de a comunica cu generația tânără nu este d) F Klein l-a apreciat foarte mult pe H Weyl ca un om de știință remarcabil, totuși, studiile acestuia din urmă în filosofia matematicii și problemele fundamentelor (vom vorbi despre asta mai jos) i-au rămas complet străine de Klein: de exemplu, până la moartea sa, el nu a fost de acord să admită că în teoria numerelor reale sunt încă probleme nerezolvate demne de atenția unui matematician Am confirmat întotdeauna acest lucru: am observat în repetate rânduri că, să zicem, tinerii pasionați de sporturile cu motor sunt adesea destul de ostili teoriei și deloc înclinați către un studiu serios al mecanicii În orice caz, mi se pare foarte important ca în societatea noastră acel gen de intelectual, sau - voi folosi aici un cuvânt pe care mulți îl consideră compromis - metafizic, gândire, despre care am vorbit mai sus Această latură a problemei a fost prin natura sa ceva mai strain lui Klein decat chestiunile de aplicatii ale matematicii În ciuda profunzimii afirmațiilor sale filosofice, care exprimă experiența unui om de o rară versatilitate și putere creatoare, el nu a căutat niciodată să pătrundă pe deplin în sensul principalelor probleme filosofice: aici Klein a rămas fidel dogmelor timpului său, empirismului și unui a înțeles psihologia " Aceste discrepanțe teoretice generale între profesor și elev nu l-au împiedicat niciodată pe Weyl să aprecieze locul lui Klein în lumea matematicii: "Acesta a fost Klein, care și-a lăsat amprenta geniului său într-o epocă întreagă, și-a păstrat puterea și semnificația chiar și în prezent, pionierul unor noi căi în teoria grupurilor, în algebra abstractă și în topologie Flacăra aprinsă de el nu are nevoie de protecția unei tradiții plictisitoare: arde sub toate oalele, sub toate preparatele din bucătăria matematică și face treabă mică și mare în folosul modernității Creațiile Lui rămân cu noi, iar numele Lui nu poate fi uitat " Să revenim însă la schița cronologică a vieții și operei lui H Weil Am indicat deja că în a părăsit Göttingen și s-a mutat la Zurich Se poate presupune că motivele mutării lui Weyl la Zurich s-au înrădăcinat nu numai în tentațiile unei profesii și a unui salariu mai mare (nu de prisos pentru un tânăr om de știință care tocmai își întemeiase o familie), ci și în interesul pe care l-a trezit Weil în înfățișarea științifică și umană a unora (în orice caz a unuia!) dintre viitorii săi colegi de la Politehnica din Zurich, pentru că, cunoscându-l pe Weyl, este ușor de ghicit că nu era deloc dezgustat de ideea de a fi un colegul lui Albert Einstein la catedră! Adevărat, cooperarea dintre Weil și Einstein nu a durat mult, dar a dat roade bogate În acești ani, A Einstein a fost ocupat să dezvolte bazele teoriei generale a relativității, iar acest cerc de idei l-a capturat imediat pe H Weyl Îmi permit să sugerez că schița ideilor geometrice ale lui Riemann, izbitoare prin claritatea și armonia sa, care constituie partea introductivă, "matematică" a celebrului memoriu al lui A Einstein din "Fundamentals of the General Theory of Relativity" ')> peset I Sm A Einshtein, Fundamentele teoriei generale a relativității, Sat "Principiul relativității", ONTI, , - [Atenția lui Einstein asupra remarcabilului discurs al lui Riemann a fost atrasă de matematicianul din Zurich M Grossmann, pe care Einstein l-a apreciat profund; cu toate acestea, este greu de presupus că Einstein nu a discutat probleme de geometrie riemanniană cu colegul său Weil, care a fost, fără îndoială, primul specialist din lume în acest domeniu urme de conversații cu un astfel de cunoscător al geometriei riemannene ca G Weyl Dar influența lui L Einstein asupra lui H Weyl a fost incomparabil mai semnificativă! Memoriile lui Einstein au fost publicate în , iar deja în H Weyl a ținut un curs de prelegeri la Politehnica din Zurich despre teoria generală a relativității (care în acele vremuri avea doar un an!) Aceste prelegeri au format conținutul cărții lui Weil [ ], care a fost publicată în vara anului sub titlul "Spațiu, Timp, Materie" G Weil nu a fost niciodată nevoit să se plângă de lipsa de atenție față de opera sa, dar nici una dintre cărțile sale nu a avut atât de reușită ca Space, Time, Matter A doua ediție a acestei cărți a apărut în , a treia - în , a patra - în , prima ediție engleză și franceză - în (și, respectiv, ultima, în și, respectiv, ), a cincea ediție - în În același timp, G Weil a completat și revizuit fiecare ediție a cărții sale, astfel încât diferența dintre ediția a cincea și prima - atât în volumul cărții, cât și în conținutul acesteia - este deja foarte, foarte semnificativă Cu toate acestea, schimbându-se mult în detalii, G Weyl nu a schimbat ideea generală a operei sale; limbajul expresiv, abundența exemplelor impresionante, profunzimea și atenția construcțiilor matematice și atenția la problemele filozofice generale, care sunt deja exprimate în cuvintele pătrunzătoare ale poetului german Hölderlin, care deschid cartea, au rămas, de asemenea, neschimbate): Aber ins Mondlicht steigen herauf die zerbrochenen Săulen Und die Tempeltore, die einst der furchtbare trai, der geheime Geist der Unruh, der in der Brust der Erd und der Menschen Ziirnet und gărt, der Unbezwungene, der Der die Stădte wie Lămmer zerreisst, der einst den Olympus Stiirmte, der in den Bergen sich regt und Flammen herauswirft, Der die Wălder entwur'zelt und durch den Ozean hinfârt, Und die Schiffe zerd do irrecht in den , auf der Tafel deiner Gesetze Keine Silbe verwischt, der auch dein Sohn, o Natur este, Mit deni Geiste der Ruh aus Einem Schosse geboren H der in, Die Musse Nu ne vom opri aici asupra principiilor filozofice ale lui Weyl sau asupra vederilor sale fizice; totuși, aș vrea să spun puțin mai multe despre trăsăturile pur matematice ale cărții [ ] Carte ') Dar în lumina lunii, coloane, portaluri și ziduri se înalță spre cer, Dărâmate odată de Spiritul sălbatic, misterios, teribil al furiei, acel spirit neînfrânat, Că în măruntaiele pământului și în sufletele oamenilor bule și rătăcește Olimpul antic cucerit, sfâșie orașe ca un lup, întoarce munții și taie flacăra din ei Rupe pădurile, zboară ca o tornadă în ocean Și scufundă corăbii în valuri; și totuși ordinea ta eternă El nu se poate zdrobi niciodată, iar din tăblițele tale Nici un semn nu poate fi șters din el, căci este fiul tău, Natura, Născut din pântecele unuia cu Duhul Păcii I Chr F Hölderlin, Ore de agrement (traducere de V Vishniak) începe cu o tratare generală a conceptului de spațiu (euclidian) În același timp, Weil rupe brusc tradiția existentă: dacă mai devreme, în descrierea axiomatică a geometriei, de regulă, sistemul de axiome urmând schema euclidiană, pe care profesorul lui Weil, David Hilbert, i-a dat o formă complet terminată, '), atunci H Weil pleacă de la concepte complet diferite, generate nu de geometrie, ci mai degrabă de algebră Și anume, el pune conceptul de "vector" în prim-plan: în axiomatica sa a geometriei, conceptele principale (nedefinite) sunt conceptele de "vector" și "punct", iar relațiile principale (nedefinite) sunt operațiile algebrice ale algebră vectorială și operația de amânare a unui vector dintr-un punct Astăzi, se pare, nu mai este nevoie să se dovedească înaltele merite științifice și metodologice ale acestei scheme geometrice, dar semnificația primei încercări de a pune conceptul de vector la baza construcțiilor geometrice extinse cu greu poate fi supraestimată Din păcate, ultimele cuvinte se adresează mai degrabă matematicienilor care întâlnesc constant "spații vectoriale" în practica lor, dar niciodată, în practică, nu se ocupă de axiomatica Hilbert, dar nu și profesorilor, dintre care mulți consideră încă modul Hilbert de a justifica geometria euclidiană dacă nu singurul, atunci în orice caz cel mai bun * ) Având în vedere interesele acestui grup de cititori ai acestei cărți, poate fi potrivit să ne oprim asupra schemei lui Weyl mai detaliat G Weyl își bazează înțelegerea termenului "spațiu euclidian" pe obiecte de două feluri: "vectori" și "puncte" Legătura dintre vectori și puncte este determinată de faptul că fiecare două puncte A și B corespund unui singur vector AB, iar fiecărui punct A și vector a corespunde unui singur punct B astfel încât AB = a; în plus, pentru orice puncte A, B și C AB + BC = AC În plus, pentru vectori, sunt definite operațiile de adunare și înmulțire a unui vector cu un număr, satisfacând toate proprietățile uzuale; după aceea, "linia" AB este definită ca mulțimea tuturor punctelor M astfel încât OL =OA +ZÂB, unde punctele O, A și B sunt fixe și Ă - număr arbitrar; !) Vezi Fundamentele geometriei lui Hilbert citate în nota de subsol ) la pagina ) Până acum, în cursul de geometrie al școlilor noastre secundare, nu exista deloc conceptul de vector și, prin urmare, conceptele lui Weyl nu și-au găsit nicio reflectare acolo Dar - și asta este și mai trist! - tot în cadrul cursului "Fundamentele geometriei" al institutelor noastre pedagogice și universităților care pregătesc profesori de liceu, ideea venită de la Weyl despre posibilitatea unei justificări "vectorale" a geometriei a fost complet ignorată: studenții care au urmat acest curs nu au urmat cursuri primiți orice idee despre posibilitatea unei construcții riguroase a geometriei pe parcurs, diferită de cea conturată în "Fundamentals of Geometry" de D Hilbert "Planul" ABC este definit ca mulțimea tuturor punctelor M astfel încât OM \u d OA + XAV + c LS, unde punctele O, A, B și C sunt fixe, iar numerele X și p sunt arbitrare Împreună cu aceasta, mulțimea de vectori trebuie să îndeplinească "axioma dimensionalității": fiecare patru vectori trebuie să fie liniar dependenți, dar trebuie să existe trei vectori liniar independenți În sfârșit, în mulțimea vectorilor trebuie definită o "înmulțire scalară" care să atribuie oricăror doi vectori a și b un număr ab care îndeplinește condițiile comutativitate: ab-ba pentru orice vector a, b; liniaritate: (X^a^mX^^ b=Xi(a b)-\~X (a b) pentru orice vectori ap a , b și orice numere Xp Xr; definiție pozitivă: a = aa > pentru a / (unde este "vectorul nul", a cărui adăugare nu modifică niciun vector) ua = pentru a = Un mare avantaj al acestei scheme generale este posibilitatea largă de generalizări ale acesteia Este posibil, în primul rând, să abandonăm complet conceptul de produs interior și, făcând acest lucru, vom ajunge la o schemă geometrică diferită care descrie "spațiul afin" (În cartea [ ] Weyl definește mai întâi conceptul de "spațiu afin" și abia apoi conceptul de "spațiu euclidian" ) În plus, schimbând "axioma dimensiunii" într-un mod adecvat, se poate defini un (afin) sau euclidian) de orice număr de dimensiuni - o oportunitate neprețuită pentru teoria relativității, operând în principal cu un continuum spațiu-timp cu patru dimensiuni În cele din urmă, este posibil, renunțând la axioma definiției pozitive a produsului scalar, să trecem de la "spațiul euclidian" la "spațiul pseudo-euclidian" ("spațiul Minkowski"), care este atât de important pentru interpretarea geometrică a ideilor de teoria relativitatii Dar schema relativ simplă a spațiului euclidian poate fi folosită doar în teoria relativității "speciale", în timp ce teoria relativității "generale" necesită mai mult Atunci când a construit teoria relativității, A Einstein s-a bazat în esență pe construcțiile remarcabile ale lui B Riemann, expuse în discursul său "Despre ipotezele care stau la baza geometriei", care a devenit cunoscut pe scară largă datorită comentariilor profunde ale lui G Weil [ ] J) Esența ideilor lui Riemann este următoarea Este bine cunoscut faptul că fiecare suprafață din spațiul tridimensional "într-un mic" (adică, în vecinătatea fiecăruia dintre punctele sale I) este "aranjată" ca un plan obișnuit (euclidian) - "geometria" sa diferă puțin de "geometria" planului tangent la suprafețe; de aceea percepem zone mici ale suprafeţei (sferice!) a pământului ca "bucăţi de avion" Întreaga suprafață în ansamblu poate fi reconstruită din "zone plate" separate; curbura suprafeței este determinată de aranjarea reciprocă a acestora unul față de celălalt B Riemann a propus în același mod să construiască din "local- ') La sfârșitul discursului său, B Riemann, cu o perspicacitate strălucită, a prezis semnificația construcțiilor pe care le-a dezvoltat pentru fizică dar secțiunile plate de orice număr de dimensiuni sunt spații "curbate" multidimensionale, numite acum "spații Riemann" În cartea [ ] H Weil a dezvoltat acest concept în profunzime Impuls de dorința de a face "lumea" reală cu patru dimensiuni (spațio-temporale) cât mai flexibilă posibil, el a propus construirea de spații "curbate" din "zone plate" (multidimensionale) dispuse nu ca un spațiu euclidian obișnuit, ci ca un "spațiu affin" lipsit de orice metrică G Weil a numit astfel de spații "spații ale conexiunii afine"; cazul lor special important, discutat în detaliu în cartea [ ], au păstrat pentru totdeauna denumirea de "spatii Weyl"') Cartea [ ] este o lucrare clasică atât a literaturii fizice, cât și a celei geometrice și nu este surprinzător că în curând (în ) a fost distinsă cu unul dintre cele mai onorabile premii internaționale de matematică disponibile la acea vreme, Premiul N I Lobachevsky, acordat în acei ani de către Societatea de Fizică și Matematică din Kazan pentru munca remarcabilă în domeniul geometriei! Productivitatea lui H Weil în primii săi ani la Zurich este uimitoare! În perioada - a publicat cărți și de articole, dezvoltând diverse ramuri ale matematicii Dintre cărțile sale, alături de cartea [ ], în primul rând, trebuie menționat "Analiza matematică a problemei spațiului" [ ], care stabilește conținutul prelegerilor susținute de G Weil în primăvară din la Barcelona și Madrid Cartea [ ] constă din două părți Prima parte a acestei cărți conține o expunere atent gândită a conceptelor geometrice diferențiale (infinitezimale) ale spațiului - atât ideile lui Riemann, cât și acele generalizări ale acestor idei pe care Weil a determinat reflecții asupra problemelor relativității generale Totuși, aici suntem mai interesați de partea a doua a cărții [ ], ') Conform schemei lui Klein, care a fost deja menționată mai sus, fiecare spațiu este caracterizat de propriul "grup de automorfisme", un set de transformări care păstrează proprietățile figurilor considerate în această geometrie Pentru geometria euclidiană, rolul unor astfel de "automorfisme" îl joacă mișcările, iar pentru geometria afină, așa-numitele transformări afine, caracterizate prin faptul că iau drepte în drepte Mai există însă un alt grup extrem de important de transformări, "intermediar" între mișcări și transformări afine, grupul transformărilor de asemănare Spațiile Weyl se caracterizează tocmai prin faptul că sunt dispuse local ca un spațiu "plat", ale cărui automorfisme sunt transformări de similaritate Mai remarcăm că ulterior G Weyl a dezvoltat în continuare aceste concepte, considerând spații "curbate", dispuse într-un mod restrâns ca "zone" plane, al căror grup de automorfism este dat de transformări proiective sau transformări conforme (inversări) Aceste construcții Weyl au fost profund dezvoltate și îmbunătățite de celebrul matematician francez Elie Cartan (vezi, de exemplu, cartea: E Cartam, Spaces of affine, projective and conformal connection, Kazan, ed KGU, ), a cărei lucrare științifică este atât de strâns legat de munca lui Weyl, așa cum se întâmplă rar cu doi oameni de știință diferiți ȘI dedicat abordării teoretice de grup a ideii de spațiu, pe baza cerințelor de mobilitate suficientă a acestuia, lărgime suficientă a "grupului de automorfisme" Începutul acestei abordări a ideii de spațiu a fost pus de celebrul naturalist german al secolului al XIX-lea, Hermann Helmholtz, în articolul său "On the Facts Underlying Geometry" x), care, nu întâmplător, aproape coincide în titlu cu Celebrul discurs al lui B Riemann Atitudinile lui Helmholtz leagă strâns conceptul de spațiu cu ideea de simetrie: la urma urmei, aici "simetria" sa este considerată a fi decisivă pentru spațiu - faptul că spațiul este aranjat în același mod în punctele sale diferite și în diferite puncte direcții, datorită cărora figurile pot fi "deplasate" liber în el În cartea [ ], conceptele lui Helmholtz nu sunt nici ele ocolite complet: într-unul dintre paragrafele acestei cărți, H Weyl, folosind cerințele de "omogenitate" (s-ar putea spune și "simetrie"!) selectează euclidianul spațiu dintr-un număr de spații (curbate!) considerate de el Dar în cartea [ ] acestui cerc de idei i se acordă o atenție incomparabil mai mare decât în cartea [ ], care caracterizează o schimbare semnificativă a intereselor lui Weyl Aici aș dori să mă opresc asupra conexiunii dintre instalațiile lui G Helmholtz și ideea de simetrie În prezent, "simetria" unei figuri este de obicei caracterizată prin indicarea unui grup de "automorfisme" sau "simetrii" care traduc figura în sine: astfel, litera T are "simetrie axială", deoarece este tradusă în sine prin simetrie față de axa (verticală); litera O are "simetrie centrală", deoarece este tradusă în sine prin simetrie față de centru; cercul (sau inelul circular) se traduce în sine prin orice rotație în jurul centrului și, prin urmare, are simetrie de rotație (deplină); un triunghi echilateral are "simetrie de rotație de ordinul " (este transpus în sine prin trei rotații în jurul centrului său prin unghiuri de °, ° și °); (infinită în ambele direcții) succesiune LLLLL a literelor L are o anumită "simetrie translațională", deoarece este tradusă în sine prin unele traduceri (paralele) Ornamentul graficianului olandez Moritz K-Escher descris pe mantaua acestei cărți are, de asemenea, o simetrie complexă, iar "gradul de simetrie" al acestui ornament depinde în esență de dacă luăm în considerare diferența de culoare a individului părți ale figurii reprezentate pe manta sau nu În mod similar, pentru întregul spațiu se poate pune problema determinării "gradului de simetrie" a acestuia, adică a grupului complet de automorfisme; în acelaşi timp, G Helmholtz cere ca acest grup să fie suficient de bogat Așa este interpretat conceptul de simetrie în prezenta carte a lui G Weyl O serie de lucrări ale lui Weyl - continuă tema începută în studiile sale despre perioada Göttingen: ele sunt consacrate "problemelor limită" în teoria ecuațiilor diferențiale, întrebări despre propagarea undelor electromagnetice, întrebări care sunt astăzi legate de analiza funcțională Odată cu aceasta, în opera sa apar noi direcții mari O mulțime de lucrări au fost dedicate gamei de probleme legate de cărțile [ ] și [ ]: d) Vezi colecția Despre fundamentele geometriei, Gostekhizdat, , - Teoria relativității a lui Einstein, geometria diferențială a spațiilor generalizate, conceptele generale de "spațiu geometric" Mai multe studii au fost dedicate fizicii statistice, altele au fost legate de domeniul topologiei În a fost publicat în spaniolă articolul "Introducere în analiza combinatorie" [ ], care inițial nu a atras prea multă atenție, întrucât la acea vreme problemele combinatoriei păreau să fi părăsit pentru totdeauna linia principală de dezvoltare a matematicii Cu toate acestea, în ( de ani de la publicarea lui [ ]!), matematicienii americani au considerat oportun să o traducă în engleză, iar această atenție neașteptată pentru vechea lucrare a lui Weyl s-a datorat unor circumstanțe care merită să fie discutate mai detaliat În anii și , entuziasmul pentru construcțiile teoretice multimi asociate cu aparatul analitic dezvoltat al teoriei funcțiilor unei variabile reale și al teoriei funcțiilor unei variabile complexe a atins, poate, apogeul Conceptul de continuitate părea a fi cel mai important din întreaga matematică - în acești ani celebrul matematician francez Henri Lebesgue a scris: "dacă toate calculele exacte complete (adică nu sunt legate de funcții continue și procese infinite - I Da), singurele care au fost permise de antici și și-au păstrat semnificația matematică , apoi semnificația lor practică a scăzut semnificativ și uneori a dispărut complet" ) Cu toate acestea, începând cu anii , în legătură cu apariția de noi concepte și puncte de vedere, astăzi cel mai adesea asociate cu termenul colectiv "cibernetică", interesul pentru matematica discretă a crescut brusc; Apariția calculatoarelor electronice digitale de acțiune discretă a jucat un rol foarte important aici Se pare că Weyl anticipase de mult această revoluție și a fost unul dintre primii care au răspuns la ea Când a republicat în remarcabila sa carte "Filosofia matematicii și științelor naturale" [ ], care conținea anterior două secțiuni dedicate discuției problemelor generale ale matematicii și științelor matematice ale naturii, el a adăugat la aceasta o serie de anexe care reflectă schimbările au avut loc în știință în ultimii ani: anexe matematice au fost dedicate structurii generale a matematicii și "Ars combinatoria" (arta combinatoriei), iar în ultima anexă, Weil face apel și la fenomene de ordin extra-matematic, pt de exemplu, la natura discretă a fenomenelor de ereditate stabilite de studiile lui Gregor Mendel și Thomas Gent Morgan; aplicațiile științelor naturii au fost dedicate noilor progrese în chimie sau biologie și aici a fost evidențiată și "natura discretă" a unui număr de fenomene analizate Rolul lui Weyl în a atrage atenția asupra noului (mai precis, asupra vechiului, dar aproape uitat) cerc de idei și metode matematice a fost subliniat nu numai prin retipărirea lui [ ], ci și prin faptul că, atunci când în , unul dintre experți de seamă în domeniul matematicii aplicate Edwin Beckenbach a publicat o colecție extinsă (și imediat a trezit un mare interes) de lucrări scrise în anii despre aplicațiile metodelor combinatorii în matematică, tehnologie și științe naturale, el ') Vezi A Lebesgue, On the Measurement of Quantities, Uchpedgiz, , - a completat această ediție cu un capitol special care conține textul integral a patru anexe la cartea lui Weyl [ ] ("Ars combinatoria", "Fizica cuantică și cauzalitate", "Valența chimică și ierarhia structurilor", "Fizica și biologia") Alături de aceasta, este necesar de remarcat și ciclul de studii despre "geometria în ansamblu", care a început cu celebra lucrare [ ], dedicată așa-numitei "probleme Weyl": pentru a demonstra "existența și unicitatea" a oricărei suprafețe convexe (netede) dată de metrica sa, adică (măsurată peste suprafață!) distanța dintre oricare două puncte de pe suprafață Afirmația "unicității" înseamnă că o astfel de suprafață nu poate fi "curbată", lăsând-o netedă: desigur, o suprafață convexă F poate fi intersectată de planul l, iar apoi "calota" tăiată de acest plan poate fi reflectată cu privire la l; totuși, suprafața Fr astfel obținută va avea în mod necesar o muchie ascuțită Lucrarea [ ] a jucat un rol excepțional de important în întreaga dezvoltare ulterioară a geometriei diferențiale "în ansamblu", și literalmente niciunul dintre cercetătorii din acest domeniu nu a trecut de "problema Weyl": a fost studiată de G Levy și L A Lyusternik, G Gerglotz și A D Alexandrov, V Blaschke și A V Pogorelov ') În același an, , când a fost publicată [ ], a fost publicată și o mare lucrare [ ], unul dintre primele studii ale lui Weyl despre teoria numerelor Lucrarea [ ] a fundamentat utilizarea în teoria numerelor a așa-numitelor "sume trigonometrice" (acum sunt numite mai des "sume Weyl"), care au forma e R'/ = cos [ n/ (u)] + i siii [ n / (rt)J, p p p unde /(u) = aatik + a^- -^- -}-ak este un polinom cu coeficienți raționali, iar însumarea este extinsă pe un anumit segment al seriei naturale: M p pentru ea - este o asemănare sau un automorfism; după cum puteți vedea cu ușurință, acest lucru decurge din conceptele în sine Mai mult, este evident că transformările congruente formează un grup care este un subgrup al grupului automorfism Mai detaliat, situația este următoarea Printre transformările de similaritate se numără cele care nu modifică dimensiunile corpului; de acum înainte le vom numi mişcări Mișcările pot fi fie naturale - transpunând șurubul stâng în cel stâng și șurubul drept în cel drept - sau mișcări în oglindă, schimbând șurubul stâng în cel drept și invers Mișcările proprii sunt acele transformări pe care tocmai le-am numit transformări congruente - acestea sunt transformări care leagă pozițiile punctelor unui corp rigid înainte și după implementarea unei mișcări mecanice, ceea ce explică termenul "mișcare", care este folosit aici nu în cinematic, dar în sens geometric Cel mai important exemplu de oglindă mișcarea este o reflexie din plan, care transformă corpul în imaginea lui în oglindă, drept urmare mișcările în oglindă sunt uneori numite reflexii Astfel, obținem următoarea scară: asemănări mișcări-asemănări fără a schimba scara-> -> mișcări proprii Mișcările formează un subgrup al grupului de similaritate; mișcările proprii formează un subgrup de indice al grupului de mișcare Indicația indicelui înseamnă că dacă B este orice mișcare în oglindă dată, atunci obținem toate mișcările în oglindă prin înmulțirea lui B cu toate mișcările proprii posibile ale lui S (adică, în forma BS) Prin urmare, propriile mișcări despre- doar prima jumătate este dezvolta unul, și oglindă - cealaltă jumătate a grupului de toate mișcările Totuși, un grup, deoarece produsul AB a două mișcări în oglindă A și B este o mișcare proprie O mișcare care lasă punctul O nemișcat poate fi numită rotație în jurul punctului O Astfel, există rotațiile oglinzilor Rotațiile în jurul unui centru dat O formează un grup Transferurile sunt cel mai simplu tip de mișcare Transferul poate fi reprezentat prin vectorul AA', deoarece dacă transferul mută punctul A în punctul A' și punctul B în punctul B', atunci segmentul BB' are aceeași direcție și aceeași lungime ca și segmentul A A' (Fig ), cu alte cuvinte, vectorul BB' este egal cu vectorul AA' *) Transferurile formează un grup; de fapt, executarea succesivă a două transferuri AB și BC are ca rezultat un transfer AC *) În timp ce un segment de linie are doar o lungime, un vector are atât o lungime, cât și o direcție Un vector este în esență același cu un transfer, deși se folosește o terminologie diferită pentru vectori și transferuri În loc să vorbească despre transferul a, care duce punctul A în punctul A', ei vorbesc despre vectorul a \u d LD', iar în loc de cuvintele "Transferul a duce punctul A în punctul D'", ei spun că punctul A' este capătul vectorului a, amânat din punctul A Acelaşi vector tras din punctul B are capăt în punctul B' dacă transferul care duce A la A' duce B la B' Orez Ce legătură au toate acestea cu simetria? Oferă un limbaj matematic adecvat pentru definirea simetriei Dacă este dată o configurație spațială, atunci automorfismele care nu se schimbă iț formează un anumit grup Г, iar acest grup ne oferă o descriere exactă a simetriei că spațiul în sine are o simetrie completă corespunzătoare grupului tuturor automorfismelor, toate asemănările Simetria oricărei figuri în spațiu este descrisă de un subgrup al acestui grup Luați în considerare, de exemplu, celebra pentagramă (Fig ), cu ajutorul căreia Dr Faust l-a alungat pe diavolul Mefistofel Se traduce în sine prin cinci rotații proprii în jurul lui = unghiuri care sunt multipli ai lui -y- (inclusiv, de asemenea centrul său O pe transformare reală) și cinci reflexii din linii care leagă O cu cinci vârfuri Aceste zece operații formează un grup, iar acest grup ne spune ce fel de simetrie are pentagrama Așadar, generalizarea naturală care duce de la simetria oglinzii la simetrie în acest geometric mai larg ceea ce înseamnă că reflexia din plan este înlocuită cu orice grup de automorfisme Un cerc cu centrul O într-un plan și o sferă în spațiu circumscrisă în jurul unui punct O au simetrie, caracterizată, respectiv, prin grupul tuturor rotațiilor plane și grupul tuturor rotațiilor spațiale Dacă cifra $ nu se extinde la infinit, atunci un automorfism care lasă figura neschimbată trebuie să păstreze scara și, prin urmare, să fie o mișcare, cu excepția cazului în care figura este formată dintr-un singur punct Voi da o dovadă simplă a acestei afirmații Dacă un automorfism nu schimbă Jț, ci schimbă scara, atunci fie acest automorfism în sine, fie inversul său crește (mai degrabă decât reduce) toate dimensiunile liniare ale figurii într-un raport a : , unde a este un număr mai mare decât unitati Numim un astfel de automorfism S Fie a și p două puncte distincte ale figurii noastre jy Distanța dintre ele este o valoare pozitivă d Să repetăm transformarea S: S = S \ SS = S , SSS = S , Transformarea S", adică transformarea S, luată de n ori, ia punctele a și p în două puncte an și Pn ale figurii noastre, distanța dintre care este egală cu da" Pe măsură ce exponentul n crește, această distanță tinde spre infinit Dar dacă figura noastră Jy este mărginită spațial, atunci există un număr c astfel încât distanța dintre oricare două puncte ale acestei figuri nu depășește c Astfel, de îndată ce n crește atât de mult încât da">c, apare o contradicție Această demonstrație mai arată că orice grup finit de automorfism este format numai din mișcări, deoarece dacă presupunem că grupul conține o transformare S care mărește dimensiunile liniare în raportul a : (unde a > ), atunci obținem că toate transformările S: S , S , S , conținute în grupul de iterații, care sunt infinit de multe, trebuie să fie diferite între ele, deoarece toate măriți scara în moduri diferite: în a , a , a , de număr de ori Din aceste motive, vom lua în considerare aproape exclusiv grupuri de mișcări și vom face acest lucru chiar și în cazurile în care avem de-a face cu real ( sau potențial) configurații infinite, cum ar fi, de exemplu, ornamente liniare După aceste considerații matematice generale, vom lua în considerare câteva grupuri de simetrie particulare care sunt importante în artă și natură Transformarea care definește simetria oglinzii, reflexia oglinzii, este în esență o transformare unidimensională În cazul unei drepte, reflexia poate avea loc din oricare dintre punctele sale O; această reflecție duce un punct P al dreptei către un punct P' care se află la aceeași distanță de O ca și P, dar de cealaltă parte a acesteia Pentru o linie dreaptă unidimensională, astfel de reflexii sunt singurele mișcări posibile în oglindă, în timp ce translațiile sunt singurele mișcări proprii posibile pentru ea Reflecția din punctul O urmată de transferul OA duce la reflecție direcția de la punctul Ax, mijlocul segmentului OA Figura, invariantă în raport cu transferul /, este ceea ce în arta ornamentală se numește "relație infinită", adică reprezintă repetarea elementelor cu ritmul spațial corect Un desen care este invariant în raport cu translația t va fi, de asemenea, invariant în ceea ce privește execuțiile repetate ale traducerii - iterațiile sale t , t , t , , precum și în ceea ce privește translația identică t°=I și translația inversă și iterațiile sale Г , Г , Г , Dacă t deplasează linia pe o distanță a, atunci tn o deplasează pe o distanță pa (unde n = , ± , ± , ) Prin urmare, dacă caracterizăm un anumit transfer t prin deplasarea a pe care o produce, atunci iterația sau gradul tn al acestui transfer poate fi caracterizată printr-un multiplu al pa În acest sens, orice transfer care traduce în sine un model dat cu un raport infinit pe direcția liniară este un transfer pa care este un multiplu al transferului de bază a Acest ritm poate fi combinat cu simetria reflexiei În final / I th X I x și x th x th X ][ -O' II" "a* O "O -O" O' Orez În acest caz, centrele de reflexie se succed la distanțe j Pentru un model unidimensional sau ornament, este posibil, așa cum se arată în Fig , doar aceste două tipuri de simetrie (X marchează centrele reflexiilor ) Desigur, ornamentele liniare reale - chenarele - nu sunt strict unidimensionale, dar în simetria lor, în măsura în care tocmai am descris-o, este folosită o singură dimensiune - de-a lungul lungimii Iată câteva exemple simple împrumutate din arta greacă Prima (Fig ) contine imaginea unui palmier - un motiv foarte des intalnit - si apartine tipului I (transfer + reflexie) Următorul exemplu (Fig ) nu conține reflexii (tip II) Curat vedem transferul pe friza palatului lui Darius din Susa (Fig ), care conține imagini ale arcașilor perși; rețineți că transferul principal în Orez cFeFcFcFi Orez de două ori distanța dintre războinici, pe măsură ce hainele arcașilor alternează Voi reveni încă o dată la mozaicul din Montreal "Înălțarea Domnului" (Fig ) De data aceasta vreau să vă atrag atenția asupra ornamentelor liniare care o înconjoară Dintre acestea, cu atât mai larg Orez Orez executat într-o manieră deosebită, reînviat ulterior de familia Cosmati (Cosmati) , dezvăluie simetria figurativă doar în repetarea contururilor exterioare ale motivului principal al imaginii; partea interioară a fiecărui contur, care seamănă cu un copac în formă, este umplută cu un mozaic simetric bidimensional de natură diferită Rolul simetriei portabile în arhitectură se vede clar în exemplul Palatului Dogilor din Veneția (Fig ) Nenumărate alte exemple ar putea fi citate După cum am spus deja, în realitate, ornamentele liniare sunt benzi bidimensionale situate de-a lungul liniei drepte centrale și, prin urmare, au și o a doua dimensiune - • în lățime Prin urmare, ornamentele liniare pot avea alte tipuri de simetrie Un model se poate transforma în sine la reflexia din linia centrală I Vom distinge o astfel de reflexie longitudinală de o reflexie transversală: dintr-o linie dreaptă perpendiculară pe I reflexie) Un motiv des întâlnit în ornamentele liniare sunt dungi, panglici, linii de un fel, situate în spațiu, astfel încât o panglică să acopere o parte din cealaltă (și astfel o face invizibilă) Dacă o astfel de interpretare este acceptată, atunci devin posibile noi operații; astfel încât, de exemplu, reflexia din planul ornamentului poate transla latura planului de deasupra acestuia în latura planului de sub el Toate acestea pot fi studiate în detaliu în ceea ce privește teoria grupurilor, așa cum, de exemplu, s-a făcut într-una dintre secțiunile cărții lui Andreas Schpeiser "Theory of Groups of Finite Order", care a fost menționată în prefață În natura vie, simetria translațională, pe care zoologii o numesc metamerism, este la fel de rar corectă pe cât este adesea corectă simetria oglinzii Exemple sunt mugurii de arțar sau mugurii de Angraecum distichum (Fig ) *) In secunda *) Aceste desene și următoarele sunt preluate din Studium Generale, pp și , din articolul lui W Troll "Symmet-riebelrachtung in der Biologie" În acest caz, transferul este însoțit de o reflexie longitudinală de pășunat Desigur, modelul lăstarilor nu continuă la nesfârșit (ca și în cazul unui ornament liniar), dar se poate spune că în cel puțin o direcție este potențial infinit, deoarece în timp fiecare nouă secțiune a lăstarului este separată de altele de mugurul rezultat Goethe spunea despre cozile vertebratelor că acestea par să indice infinitatea potențială a existenței organismelor vii Partea centrală a animalului descris Orez Fig în fig , - scolopendra - are o simetrie figurativă excepțional de corectă, combinată cu simetria orizontală; cu alte cuvinte, skolopendra are simetrie, ale cărei transformări principale sunt translația și reflexia longitudinală Repetarea unidimensională în timp la intervale regulate este principiul muzical al ritmului Putem spune că în procesul de creștere, lăstarul unei plante traduce un ritm temporal lent într-un ritm spațial Reflecția, inversarea timpului joacă un rol mult mai puțin important în muzică decât ritmul Melodia își schimbă aspectul într-o mare măsură dacă este redată în ordine inversă Sunt un muzician prost și îmi este greu să recunosc acest tip de reflecție atunci când apare în fugă; este cert că reflecția, atunci când este aplicată muzicii, nu are un efect atât de direct asupra ascultătorilor precum are ritmul Muzicianul va fi de acord că latura emoțională a muzicii se bazează pe un element strict formal Este foarte posibil ca acest element să permită prelucrarea matematică care s-a dovedit atât de reuşită în arta ornamentării Dacă da, atunci probabil că nu am descoperit încă instrumentele matematice adecvate Și nu este nimic surprinzător în asta Căci egiptenii dobândiseră o abilitate remarcabilă în arta ornamentării cu patru mii de ani înainte ca matematicienii să descopere în conceptul de grup acel instrument matematic care este deosebit de potrivit pentru studiul ornamentelor și pentru derivarea posibilelor clase de simetrie pentru ele Andreas Spafiser, care a avut un interes deosebit pentru aspectul teoretic de grup al ornamentelor, a încercat să aplice principiile combinatorii matematice și problemelor muzicii legate de latura sa formală În cartea sa The Mathematical Way of Thinking (Die mathema-tische Denkweise, Ziirich, ) există un capitol despre "Problemele formale ale muzicii" Ca exemplu, el analizează Sonata pastorală pentru pian a lui Beethoven (opus ); el indică, de asemenea, cercetările lui Alfred Lorenz privind structura formală a operelor majore ale lui Richard Wagner Strâns legată de aceste întrebări este cercetarea în metrica versurilor, dar în acest caz, susține Speiser, știința a pătruns mult mai adânc Un principiu general în muzică și prozodie pare a fi configurația aab, numită adesea bara: tema a, repetată de două ori, este urmată de concluzia b; exemplu: strofă, antistrofă și epod în versuri corale grecești Cu toate acestea, aceste scheme cu greu se încadrează în noțiunea generală de simetrie *) Să revenim la simetria în spațiu Să luăm un ornament liniar, în care fiecare model individual, repetat din nou și din nou, are lungimea a și să-l aplicăm unui cilindru circular, a cărui circumferință este mai mare decât a de un număr întreg de ori Să fie, de exemplu, circumferința unui cilindru de UA Apoi obținem o imagine care *) Comparați acest lucru cu ceea ce spune Birkhoff despre matematica în poezie și muzică în lucrările citate în nota de subsol de la p este tradus în sine prin rotirea cilindrului în jur de ' axa sa printr-un unghi și iterații ale acestei rotații A douăzeci și cincea iterație, constând din de rotații prin unghiul a, ne va oferi o rotație de °, adică o transformare identică Astfel, obținem un grup finit de rotații de ordinul , adică un grup Orez Orez treizeci constând din de transformări Cilindrul poate fi înlocuit cu orice suprafață care are simetrie cilindrică, adică o suprafață care se transformă în sine pentru toate rotațiile în jurul unei axe O astfel de suprafață poate fi, de exemplu, suprafața unei vaze Pe fig vezi o vază atică din perioada Geometrică, care poartă destul de multe ornamente simple de acest tip Pe acest ulcior Rodos al școlii ionice din secolul al VII-lea î Hr e (Fig ) este vizibil același principiu de simetrie, deși stilul său nu mai este "geometric" Alte ilustrații sunt capitale, cum ar fi capitalele egiptene antice prezentate în fig Orice grup finit de rotații proprii în jurul unui punct O pe un plan sau în jurul unei axe date în spaţiu conţine o rotaţie elementară I, al cărei unghi este parte integrantă a unei rotaţii complete cu ° şi constă din iteraţii ale acestei rotaţii I , tn~l, tn=tn (transformare identică) Ordinul n caracterizează complet acest grup Acest rezultat rezultă dintr-un fapt similar pentru grupul de transfer, Orez constând în faptul că orice grup de translație de pe linie care nu conține transformări apropiate în mod arbitrar de transformarea identității, cu excepția transformării identității în sine, constă în iterații va ale unei singure translații a (v= , ± , ± , ) Un exemplu din domeniul arhitecturii interioare este prezentat în Fig cupola de lemn a fostului palat al beilor tunisieni din Bardo (Tunisia) Următorul exemplu (Figura ) vă duce la Pisa Baptisteriul (botezal) cu o statuie abia vizibilă a lui Ioan Botezătorul pe cupolă este clădirea centrală, din exteriorul căreia se pot distinge șase centuri orizontale, fiecare având o simetrie de rotație de ordin diferit n Această imagine poate fi făcut şi mai impresionant dacă Orez să atragă atenția asupra turnului înclinat cu cele șase galerii boltite, fiecare dintre ele având o simetrie de rotație de același nivel ca și catedrala însăși; coloanele și modelele frizei de pe partea exterioară a naosului catedralei au o simetrie translațională liniară, în timp ce cupola catedralei este înconjurată de o colonada cu un ordin ridicat de simetrie de rotație Un cu totul alt spirit emană din tabloul care se deschide înaintea noastră din spatele corurilor catedralei romanice din Mainz (Germania) (Fig ) Din nou, există o repetare a arcurilor rotunde ale frizelor, simetrie de rotație de ordinul lui (n = , - valoarea este foarte mică în comparație cu valorile lui n, în aplatizat în diferite zone ale Baptisteriului din Pisa) o mică rozetă și trei turnuri, în timp ce simetria oglinzii domină atât întreaga structură în ansamblu, cât și aproape toate detaliile acesteia Simetria rotațională se manifestă în forma sa cea mai simplă atunci când suprafața de simetrie cilindrică completă este un plan perpendicular pe axă Ne putem limita la un plan bidimensional centrat în punctul O Exemple excelente de astfel Orez Simetria plată rotativă este dată de ferestrele catedralelor gotice sub formă de trandafiri cu vitralii colorate Cel mai bogat exemplu pe care mi-l amintesc este rozeta Sf Petru din Troyes (Franta), a carei simetrie se bazeaza pe cifra Florile, cele mai delicate creații ale naturii, sunt și ele demne de atenție datorită culorii și simetriei lor de rotație Înaintea ta este un iris (Fig ), care are o simetrie de ordinul trei Mai ales adesea printre flori există simetrie de ordinul al cincilea Pagina următoare (Fig ) din cartea lui Haeckel (Ernst Haeckel) Orez Frumusețea formelor în natură (Kunstformen der Natur) arată că acest tip de simetrie nu este neobișnuit chiar și în rândul animalelor inferioare Dar biologii m-au avertizat că aspectul acestor echinoderme din clasa ofiuroidelor (Ophiodea) este oarecum înșelător - larvele lor sunt construite în conformitate cu principiul simetriei oglinzii Considerații de acest fel nu se aplică următorului desen din aceeași carte (Fig ), care înfățișează o meduză disc cu simetrie rotațională de ordinul al optulea, deoarece celenteratele în dezvoltare filogenetică ocupă un loc când simetria rotațională nu a dat încă mod de a oglindi simetria Opera neobișnuită a lui Haeckel, în care el Orez Orez interesul pentru forme specifice de organisme își găsește expresia în nenumărate desene, realizate cu cele mai mari detalii, este cu adevărat un set de legi ale simetriei în natură Ca biolog, Haeckel este, de asemenea, indicativ pentru miile de desene din monografia sa Challenger, unde a descris pentru prima dată de noi specii de radiolari descoperite de el în timpul unei expediții pe nava Challenger în În ceea ce privește această contribuție la știință a lui Haeckel, nu ar trebui uitați când vedeți acele construcții filogenetice complet speculative cu care acest apostol inspirat al darwinismului a fost adesea dus de cap și filozofia sa materialistă destul de superficială a "monismului", care a făcut mult zgomot în Germania la începutul acestui secol Apropo de meduze, nu pot rezista tentației de a cita un scurt pasaj din clasicul On Growth and Form al lui D'Arcy Thomson, o capodoperă a literaturii științifice engleze, al cărei autor a combinat cunoștințele profunde de geometrie, fizică și biologie cu o cultură umanitară și neobișnuit de original darul de a înțelege esența problemelor științifice Thomson descrie experimente fizice cu picături suspendate care au servit la explicarea, prin analogie, a procesului de formare a meduzelor "Meduzele vii", spune Thomson, "au o simetrie geometrică regulată atât de uimitoare, încât sugerează că factorii de natură fizică sau mecanică sunt implicați în procesul de formare și creștere a acestor organisme mici Pentru început, meduza are un clopot învolburat, sau umbrelă, cu o tulpină simetrică Clopotul este străbătut de canale radiale - patru sau în multiplu de patru; marginea clopotului este echipată cu tentacule, netede sau parcă acoperite cu mărgele, distanțate între ele la distanțe egale sau ordonate ca mărime; formațiunile sensibile, inclusiv sigilii dure, sau "otoliți", sunt de asemenea localizate simetric De îndată ce apare, meduza începe să pulseze, clopotul începe să "sune" Mugurii - copii în miniatură ale organismului părinte - apar adesea pe tentacule, pe tulpină și, uneori, pe marginea clopotului; ni se pare că vedem cum un vârtej provoacă altul Din acest punct Orez din vedere, dezvoltarea tinerelor meduze merită o atenție specială S-a stabilit, de exemplu, că micile meduze Obelia înmuguresc și iau o formă completată cu o viteză extraordinară; aceasta sugerează un act automat și aproape instantaneu de formare, și nu un proces gradual de dezvoltare Deși simetria rotațională de ordinul al cincilea este deosebit de comună în lumea organică , ea nu se găsește printre cele mai perfecte în creațiile sale de simetrie de natură anorganică, printre cristale În lumea cristalelor nu sunt posibile alte tipuri de simetrie rotațională, cu excepția simetriei ordinelor , , și Cele mai cunoscute exemple de cristale cu simetrie de ordinul al șaselea sunt fulgii de nea Pe fig arată câteva dintre aceste mici minuni ale apei înghețate În anii tinereții mele, când cădeau din cer de Crăciun, acoperind totul în jur cu un văl alb, bătrânii și tinerii se bucurau de ei Acum ei aduc bucurie doar schiorilor, în timp ce șoferii le trimit blestemele Cei familiarizați cu literatura engleză își vor aminti de evaluarea particulară a semnificației simetriei hexagonale și "quincunciale" dată de Sir Thomas Browne în Grădina lui Cyrus ( ); această simetrie, spune el, "arată în mod clar cum geometrizează natura și cum ea observă ordinea în toate" Cei care sunt mai aproape de literatura germană vor putea să-și amintească cum Thomas Mann în Muntele Magic descrie "furia hexagonală" (hexagonale Unwesen) a unui viscol de zăpadă, de la care eroul său Hans Castorp aproape că a murit când a adormit de oboseală, aplecat împotriva grajdului și a avut un vis despre moarte și dragoste Cu o oră înainte ca Hans să plece în expediția lui periculoasă de schi, se bucura de jocul fulgilor de zăpadă "Din miriadele de stele magice", a filozofat el, "cu micro-luxul lor secret, inaccesibil vederii, nedestinat ochilor umani, nici una nu era ca cealaltă Aici a existat o ingeniozitate nemărginită, un zel nesfârșit de a modifica, de a dezvolta cu scrupulozitate aceeași schemă de bază - un hexagon echilateral și echiunghiular Dar fiecare dintre aceste creații studențești era în sine necondiționat proporțională, foarte simetric, și acolo se afla ceva de rău augur, anti-organic, ostil vieții; erau prea simetrici Aceasta nu ar putea fi substanța destinată vieții, pentru că viața se cutremură în fața acestei acuratețe, a acestei corectitudini absolute, o percepe ca pe un principiu mortal, ca pe misterul morții însuși Și lui Hans Castorp i s-a părut că a înțeles de ce arhitecții antici, atunci când ridicau temple, în mod deliberat, deși în secret, au încălcat simetria în ordinea coloanelor Până acum, am acordat atenție doar rotațiilor corespunzătoare Dacă, totuși, se iau în considerare rotațiile oglinzii, atunci obținem pentru grupuri finite de rotații în jurul centrului O în geometrie pe plan următoarele două posibilități (corespunzând celor două posibilități luate în considerare de noi pentru simetria ornamentală pe linie): ( ) un grup format din aplicații repetate ale unei singure rotații printr-un unghi a egal cu °, o -, unde n este un număr întreg; ( ) grupul acestor rotații, luate împreună cu reflexiile despre n axe care fac unghiuri între ele Primul se numește grupul ciclic Cn, iar al doilea grupul diedric Dn Aceste grupuri sunt astfel singurele tipuri posibile de simetrie rotațională în plan: Cx, C , C , ; Dx, D , D , , ( ) unde Сх înseamnă absența completă a simetriei și Dx - prezența unei simetrii în oglindă Arhitectura este dominată de simetria de ordinul al patrulea Turnurile au adesea simetrie de ordinul al șaselea Mult mai puțin frecvente sunt clădirile centrale cu simetrie de ordinul al șaselea Prima astfel de clădire construită după antichitate este Catedrala Sf Maria degli Angeli din Florența (construcția a început în ) - *) Dürer a considerat canonul său al corpului uman mai degrabă un standard de la care să se abate decât ca un model la care să se aspire Aparent, "temperaturile" (temperaturae) ale lui Vitruvius au același sens; poate că cuvântul "aproape" din declarația atribuită lui Polykleitos, citată în nota de subsol de la p , conține o indicație similară are forma unui octogon Pentagoane foarte rare Când mi s-a întâmplat să susțin o prelegere despre simetrie la Viena în , am spus că știam doar un singur exemplu de acest gen, și nu unul foarte luminos, care era o formă de tranziție de la Catedrala Sf Mihail di Murano din Murano Veneția până la capela hexagonală Emilian Acum, desigur, avem la dispoziție clădirea Pentagonului din Washington DC Datorită dimensiunii și formei sale excepționale, este un reper remarcabil pentru bombardieri Leo Nardo da Vinci s-a ocupat sistematic de problema determinării posibilelor tipuri de simetrie pentru clădirea centrală, precum și a modului de adăugare a capelelor și a nișelor fără a distruge simetria nucleului ansamblului arhitectural Exprimat în termeni abstracti moderni, rezultatul său coincide în esență cu tabelul de mai sus al posibilelor grupuri de rotație finite (proprie și oglindă) pentru cazul celor două dimensiuni Până acum, în considerațiile noastre, simetria rotațională pe plan a fost întotdeauna însoțită de simetria în oglindă Orez simetrie Am dat destul de multe exemple referitoare la conceptul de grup diedric Dn, și nici un singur exemplu referitor la grupul ciclic mai simplu Cn Totuși, acest lucru s-a întâmplat din motive mai mult sau mai puțin întâmplătoare In fata ta (Fig ) sunt doua flori - muscata (/) cu o grupa de simetrie £) si Vincea herbacea (//) cu o mai restransa, datorita asimetriei petalelor sale, grupa C Pe fig prezintă o figură care este aparent cea mai simplă dintre figuri cu un simbol rotativ metru, - trepied (n = ) Dacă este de dorit să se elimine simetria vizibilă a oglinzii, atunci steaguri pot fi plasate pe picioarele trepiedului; aceasta se va dovedi a fi o trichetra - un semn magic străvechi De exemplu, printre greci, un astfel de semn cu capul Medusei în centru a servit drept simbol al insulei Sicilia, care are trei colțuri Matematicienii îl cunosc din emblema de pe coperta revistei "Rendiconti del Circolo Matematice di Palermo" O modificare a acestui semn, care diferă de acesta prin prezența a patru, și nu trei picioare, este svastica Acest semn, a cărui imagine nu este necesară aici, este unul dintre cele mai primordiale simboluri ale omenirii, care a fost proprietatea multor civilizații, aparent independente unele de altele În prelegerea mea despre simetrie din Viena, în toamna anului , cu puțin timp înainte ca hoardele hitleriste să preia Austria, am adăugat, vorbind despre svastică: "Astăzi a devenit un simbol al ororii, chiar mai groaznic decât capul cu părul de șarpe al lui Medusa,"- și o furtună de aplauze și exclamații de indignare a izbucnit în public Aparent, sursa ideilor despre puterea magică a acestor imagini constă în efectul incitant al simetriei incomplete - în rotații fără reflexii Pe fig vedem scara rafinată a amvonului din Catedrala Sf Ștefan din Viena, unde trichetra alternează cu roata în formă de svastica Să lăsăm acum simetria rotațională în plan Dacă luăm în considerare modele potențial infinite, cum ar fi ornamentele liniare sau grupuri infinite, atunci se dovedește că operația față de care un model dat rămâne neschimbat nu trebuie să fie o mișcare, poate fi și o asemănare Asemănarea pentru o dimensiune care nu este simplă translație, are un punct fix O și este o extensie a lui s din punctul O într-un anumit raport a : , unde a=# Presupunerea că a> este o restricție nesemnificativă O iterare infinită a acestei operații generează un grup format din dilatații sn (n- , ± , ± , ) ( ) Un bun exemplu al acestui tip de simetrie este coaja Turritella duplicata (Fig ) Cu adevărat remarcabil cât de precisă este lățimea următoarei după alte ture ale acestei învelișuri respectă legea progresiei geometrice Acelele unor ceasuri fac o rotație uniformă continuă, în timp ce acționările altora se mișcă în salturi cu un interval de un minut se întoarce printr-un număr întreg de minute formează un subgrup discret care este inclus în grupul continuu al tuturor rotațiilor și este firesc să luăm în considerare rotația s și iterațiile sale ( ) conținute în acest grup continuu Putem aplica această abordare oricărei transformări de similaritate în cazul unei, două și trei dimensiuni și, de fapt, oricărei transformări s Mișcarea continuă a unei substanțe de umplere a spațiului - un "fluid" - poate fi descrisă matematic prin specificarea unei transformări U(t, t') care ia pozițiile Pt ale oricărui punct al fluidului în timpul t la poziția sa Pf în timp C Aceste transformări formează un grup de un parametru, dacă U(t, t') depinde numai de diferenţa de timp f-t, -f), adică dacă aceeaşi mişcare are loc întotdeauna în intervale de timp egale În acest caz, lichidul Orez osul face "mișcare uniformă" grup simplu lege noua S(/ )S(/ ) = S(/ + / ) exprimă faptul că mişcări executate secvenţial cu durata de două perioade de timp / ; / , formează o mișcare care are loc în timpul і±+ O mutare care durează minut duce la o anumită transformare s=S(l), iar pentru toate numerele întregi n o mișcare S(n) care durează n minute este o iterație s": un grup discret format din iterații ale transformării s este imbricat în grup continuu cu parametrul t, format din miscari S( S-ar putea spune ca o miscare continua consta din repetari infinite ale aceleiasi miscari infinitezimale; aceste repetari apar in succesiv intervale infinitezimale de timp de durata egala Același raționament poate fi aplicat rotațiilor unui disc plat, precum și tensiunilor Să luăm acum în considerare o asemănare proprie arbitrară $, adică o transformare care nu schimbă stânga și dreapta Dacă, după cum presupunem, nu este un transfer pur, atunci el lasă fix un punct O și constă în întoarcerea în jurul acestui punct și întinderea din centrul O Această transformare poate fi obținută prin supunerea stadiului S(l), atins după minut, proces continuu S(/) constând în rotație și întindere uniformă Acest proces duce alte puncte decât O către puncte situate pe așa-numita spirală logaritmică sau echiunghiulară , adică o spirală care intersectează în același unghi orice dreaptă care trece prin punctul O Prin urmare, această curbă se împarte, împreună cu linii și cercurile au o proprietate importantă de a se transforma în sine sub un grup continuu de transformări de similaritate Cuvintele cu care Jakob Vernull a împodobit "spirala minunată" (spira mirabilis) de pe piatra sa funerară din Basel Münster - "Schimbat, eu am înviat la fel" (Eadem mutata resurgo) - nu sunt altceva decât o expresie grandilocventă a acestei proprietăți Linia dreaptă și cercul sunt cazurile limită ale spiralei logaritmice, care se obțin dacă, în combinația rotație plus expansiune, una dintre cele două componente se dovedește a fi transformarea identică Etapele atinse de acest proces la momentele t = n = , - , - , , , , , ( ) formează un grup format din iterații ( ) Cunoscuta carapace Nautilus (fig ) reproduce acest gen de simetrie cu o perfectiune uimitoare Vedeți aici nu numai o spirală logaritmică continuă, ci și o secvență potențial infinită de secțiuni, care are tipul de simetrie descris de grupul discret S Pentru oricine se uită la această imagine (Fig ) a capacului gigantului floarea soarelui Helianthus maximus, semințele individuale se aranjează în mod natural în spirale logaritmice formând două familii de spirale cu direcția opusă de răsucire Cea mai generală mișcare a unui corp rigid în spațiul tridimensional este mișcarea elicoidală z, care este o combinație de rotație în jurul unei axe cu translația de-a lungul acestei axe Sub acțiunea unei mișcări continue și uniforme corespunzătoare, orice punct care nu se află pe axa acestei mișcări descrie o spirală, care - cu același drept ca o spirală logaritmică - ar putea spune despre sine: "Reviez la fel" Pozițiile Pp pe care le atinge punctul de mișcare la intervale regulate ( ) sunt distribuite uniform de-a lungul spiralei, ca treptele unei scări în spirală Dacă unghiul de rotație în timpul operațiunii s este o parte a unghiului complet de °, exprimat folosind numere întregi mici |l, v, atunci fiecare punct al v-lea al secvenței Pn se află pe aceeași verticală și este necesar să se facă q rotații complete ale șurubului pentru a ajunge din punctul Pp în punctul Pn+v situat deasupra acestuia Un astfel de aranjament regulat în spirală poate fi adesea observat în frunzele lăstarilor unei plante Goethe a vorbit despre efortul naturii pentru o spirală, și sub titlu G Weil Încă de pe vremea lui Charles Bonnet (Charles Bonnet, ), acest fenomen a făcut obiectul multor investigații în rândul botanicilor, și chiar mai mult al raționamentului speculativ *) S-a constatat că fracțiile de formă corespunzătoare aranjamentului elicoidal al vulpilor *) Acest fenomen joacă și el un rol în construcțiile lui Hambidge În paginile - din "Simetria dinamică" se află note detaliate ale matematicianului Archibald (RC Archibald) despre spirala logaritmică, raportul de aur și seria Fibonacci tiev pe tulpina unei plante sunt adesea "numere Fibonacci": ' ' ' ' ' ' ' ' • ■ • ' care se obțin prin extinderea într-o fracție continuă a unui număr irațional ~ (] / - ) Acest număr nu este altceva decât raportul cunoscut sub numele de "secțiunea de aur" (aurea sectio), care joacă un rol atât de important în încercările de a reduce frumusețea proporțiilor la o formulă matematică Cilindrul, pe care este înfășurat șurubul, poate fi înlocuit cu un con, ceea ce echivalează cu înlocuirea mișcării șurubului cu un fel de similaritate proprie - rotație combinată cu tensiune Sub această formă ceva mai generală de simetrie în filotaxie se încadrează dispunerea solzilor la conul de molid Trecerea de la cilindru la con și de la acesta la disc este evidentă - poate fi demonstrată prin exemplul unei tulpini de plantă cilindrice cu frunzele sale, a unui con de brad cu solzii și a unui capac de floarea-soarelui cu florile sale Numerele ( ) pot fi verificate cel mai bine prin exemplul de aranjare a solzilor pe un con de molid, unde corectitudinea, deși nu foarte mare, dar abateri semnificative de la regula generală sunt rar întâlnite Tait (R G T ait) în Proceedings of the Royal Society of Edinburgh ( ) a încercat să ofere o explicație simplă a legilor aritmetice ale filotaxiei, în timp ce Cherch în volumul său "Relații ale filotaxiei cu mecanica legilor" *) le consideră ca o ghicitoare a naturii vii Mă tem că botaniștii moderni iau întreaga doctrină a filotaxiei mai puțin în serios decât predecesorii lor Pe lângă reflecții, toate tipurile de simetrie considerate de noi sunt descrise de un grup format dintr-o iterație a unei singure transformări Într-un caz - și acesta este fără îndoială cel mai important - grupul care se obține în acest caz este finit; acesta este cazul la n; operaţiile S' din Dn care nu sunt cuprinse în Cn sunt semiîntors în jurul a n axe orizontale Produsele corespunzătoare ale lui ZS' sunt reflexii din planuri verticale perpendiculare pe acestea topoare Astfel grupul D'nCn este format din rotații în jurul axei verticale la unghiuri care sunt multipli ai unghiului și din reflexiile din planurile verticale care trec prin această axă și formează unghiuri egale cu ~ ~~ între ele Dar acesta este grupul pe care l-am desemnat anterior Dn Un alt exemplu, cel mai simplu dintre toate: r=Ct este continut in r' = C Singura operatie S' a grupului C nu este continuta in C ? este o rotație de ° în jurul axei verticale; ZS' este reflexia planului orizontal care trece prin O Prin urmare, C Ct este grupul format din transformarea identitatii si reflexia din planul dat; cu alte cuvinte, este un grup definit de simetria oglinzii Cele două moduri descrise mai sus sunt singurele moduri în care putem include rotațiile oglinzilor în grupurile noastre (vezi Anexa B pentru o dovadă a acestui lucru) Prin urmare, tabelul complet al tuturor grupurilor finite de rotații (proprie și oglindă) are forma Sp, s p, S pSp (u- , , , ); D'n, D'n, D'nCn, D' nD'n (n^ , , ); T, W, P; T, W, P; greutate Ultimul grup WT este posibil prin faptul că grupul T al tetraedrului este un subgrup de indice al grupului octaedrului W Această listă va juca un rol important în ultima prelegere când vom lua în considerare simetria cristalelor A TREIA PRELARE SIMETRIA ORNAMENTALA Această prelegere este mai sistematică decât cea anterioară, deoarece este dedicată unui tip special de simetrie geometrică, cea mai dificilă, dar și cea mai interesantă din toate punctele de vedere Acest tip de simetrie aplicată la două dimensiuni este folosit în artă - în ornamente pe diferite suprafețe; în spațiul tridimensional, caracterizează aranjarea atomilor într-un cristal Prin urmare, o vom numi simetrie ornamentală sau cristalografică Să începem cu un design ornamental în două dimensiuni, care pare a fi mult mai des întâlnit decât altele, atât în artă, cât și în natură; acesta este modelul hexagonal atât de des folosit la podelele de baie cu gresie Pe fig îl vezi implementat în faguri obișnuiți Celulele acestor faguri sunt sub formă de prisme, poza a fost făcută în direcția acestor prisme Un fagure este de fapt alcătuit din două straturi de celule prismatice, cu prismele unui strat îndreptate într-o direcție și prismele celuilalt în sens opus A afla cum se potrivesc capetele interioare ale acestor două straturi este o problemă de spațiu, pe care o vom lua în considerare mai târziu Deocamdată, să ne ocupăm de cazul mai simplu al unui avion Dacă îngrămădiți ghiulele sau mărgele rotunde într-o grămadă, acestea vor lua în mod natural un aranjament care este echivalentul tridimensional al unei configurații hexagonale În cazul celor două dimensiuni, problema este să se așeze pe planuri cât mai apropiate de cercuri egale Să începem cu un rând orizontal de cercuri tangente între ele daca tu Orez a aruncat un alt cerc de sus pe acest rând, apoi va avea loc între vreo două cercuri adiacente ale rândului inferior și centrele acestor trei cercuri vor forma un triunghi echilateral Astfel, se va obține un al doilea rând orizontal, format din cercuri situate între cercurile primului rând etc (Fig ) Vor exista mici decalaje între cercuri Tangentele la un cerc în punctele în care atinge cele șase cercuri din jur formează un hexagon regulat circumscris acelui cerc și dacă înlocuiți fiecare dintre cercuri cu acest hexagon, obțineți configurația corectă a hexagoanelor care umple întregul plan În conformitate cu legile capilarității, o peliculă de săpun care se înfășoară în jurul unui contur dat de sârmă subțire ia forma unei suprafețe minime, adică o suprafață cu o zonă mai mică decât aria oricărei alte suprafețe delimitate de același contur Un balon de săpun, dacă o anumită cantitate de aer este suflată în ea, va lua o formă sferică, deoarece o sferă limitează un anumit volum cu o suprafață minimă De aceea Nu mai pare surprinzător faptul că o spumă formată din bule bidimensionale de suprafață egală formează un model hexagonal, deoarece dintre toate partițiile unui plan în părți de suprafață egală, un model hexagonal are proprietatea că rețeaua formată din contururile sale o are o lungime minimă În acest caz, se presupune că problema este redusă la două dimensiuni, deoarece luăm în considerare un strat orizontal de bule, de exemplu, între două plăci orizontale de sticlă Dacă spuma cu bule are o limită (un strat epidermic, așa cum ar spune un biolog), atunci observăm că această limită constă din arce de cerc care fac unghiuri de ° cu peretele celei mai apropiate celule și cu arcul învecinat, așa cum este cerut de legea lungimii minime După această precizare, nu va mai fi de mirare că noi găsim modele hexagonale în structuri la fel de diverse precum, de exemplu, țesutul parenchimului de porumb (Fig ), pigmentul retinei ochilor noștri, învelișurile silicioase ale multor diatomee, frumoase o variantă a căreia o arăt aici (Fig ) și, în final, un fagure Deoarece Orez albinele de aproximativ aceeași dimensiune, atunci când își construiesc fagurii, se rotesc în ei, fagurii formează cel mai dens pachet de cilindri circulari paraleli, care în secțiune transversală arată la fel cu modelul nostru hexagonal de cercuri În timp ce albinele lucrează, ceara este înăuntru stare semi-lichidă și astfel forțele capilare sunt probabil mai mari decât presiunea din interiorul albinei corpuri liniare, transformă cercurile în hexagoane circumscrise (ale căror colțuri încă mai păstrează unele resturi de formă circulară) Comparați parenchimul porumbului cu un țesut celular artificial (Fig ) obținut prin difuzia picăturilor dintr-o soluție de fericianura de potasiu în gelatină Corectitudinea desenului lasa mult de dorit cel mai bun; în unele locuri există chiar locuri în care s-a strecurat un pentagon în loc de hexagon Mai departe (Fig și ) sunt alte două țesuturi artificiale din șase desen cu cărbune luat la întâmplare din ultimul număr al revistei Vogue (februarie ) La prima vedere, poate părea că miezul silicios al unuia dintre radiolarii lui Haeckel, pe care l-a numit Aulonia he-xagona (Fig ), dezvăluie un model complet regulat de hexagoane, dar nu pe un plan, ci pe o sferă Cu toate acestea, după cum rezultă dintr-o formulă de topologie de bază, o rețea hexagonală care acoperă o sferă este imposibilă Această formulă se referă la împărțirea arbitrară a sferei în țări care se învecinează între ele de-a lungul unor margini Conform acestei formule, numărul A de țări, numărul E de margini și numărul C de colțuri (la care se întâlnesc cel puțin trei țări) trebuie DAR Orez Orez Orez Orez satisface relația sv A + C - E \u d Pentru o rețea hexagonală avem E= A, C= A și deci A+C-E= ! Într-adevăr, observăm că unele celule din scheletul radiolariei Aulonia nu sunt hexagonale, ci pentagonale Orez Acum, după ce am luat în considerare modul de împachetare a cercurilor în plan cât mai aproape posibil, putem continua să luăm în considerare o împachetare similară de sfere egale sau bile egale în spațiul Începem prin a lua în considerare o minge și un anumit plan - "orizontalul" avion" trecând prin centrul său La cea mai strânsă împachetare, această minge va atinge alte douăsprezece ("ca semințele de rodie", după cum spunea Kepler) - șase într-un plan orizontal avion, trei deasupra și trei mai jos *) Dacă, printr-un astfel de aranjament, bilele sunt supuse unei expansiuni uniforme, astfel încât centrele lor să rămână nemișcate, atunci - dacă pătrunderea reciprocă a bilelor este imposibilă - se vor transforma în dodecaedre rombice care umple întreg spațiul De remarcat că dodecaedrul rombic nu este un poliedru regulat, în timp ce în problema bidimensională corespunzătoare se obține un hexagon regulat! Celula de albine conține jumătatea inferioară a dodecaedrului rombic, ale cărui șase fețe verticale sunt extinse astfel încât să formeze o prismă hexagonală cu marginea deschisă S-a scris mult despre geometria fagurelui Obiceiurile sociale ciudate și talentele geometrice ale albinelor nu puteau să nu atragă atenția și să trezească admirația oamenilor care le-au observat viața și au folosit roadele activităților lor "Casa mea", spune albina în Cele o mie și una de nopți, "este construită după legile celei mai riguroase arhitecturi Euclid însuși ar putea învăța din geometria fagurilor mei" Maraldi (Maraldi) în , se pare, primul a făcut măsurători foarte precise de faguri El a descoperit că cele trei romburi care formează fundul celulei au un unghi obtuz a de aproximativ ° și că unghiul p pe care îl formează cu pereții prismei are aceeași valoare Și-a pus o întrebare geometrică, care trebuie să fie unghiul a pentru a coincide exact cu acest al doilea unghi p Maraldi a constatat că a = p = ° ', pe baza căruia a presupus că albinele au găsit o soluție la această problemă geometrică Când principiul minimului a fost introdus în studiul curbelor și în mecanică, ideea că valoarea lui a era determinată de utilizarea economică a cerii nu a fost exagerată; pentru orice altă valoare a unghiului, ar fi necesară mai multă ceară pentru a construi o celulă de același volum Această sugestie, care s-a datorat lui Reaumur, a fost susținută de *) Acest aranjament este determinat în mod unic dacă se cere ca centrele bilelor să formeze o rețea Pentru definiţia unei reţele, vezi p Pentru o discuţie mai completă a problemei, vezi D Hilbert şi S Cohn-Vossen, Visual Geometry, Gostekhizdat, , - ; N Minkowski, Diophantische Approximationen, Leipzig, , - de matematicianul Samuel Koenig Odată ce König a luat valoarea unghiului găsit teoretic de Maraldi în locul celei pe care Maraldi l-a găsit din observații directe și, după ce a descoperit că valoarea teoretică găsită de el, calculată pe baza principiului minimului, diferă de această valoare cu ' (din cauza unei erori în tabelele pe care le-a folosit pentru a calcula V ), a concluzionat de aici că în rezolvarea acestei probleme minime - problemă care, după el, depășește geometria clasică și necesită metodele lui Newton și Leibniz - albinele face o eroare mai mică de ' Cu această ocazie, s-a iscat o discuție în Academia Franceză, al cărei rezultat a fost rezumat de Fontenelle, indispensabilul secretar al Academiei, în celebra sa decizie, unde nu a recunoscut gândirea geometrică la nivelul lui Newton și Leibniz, ci credea că atunci când folosesc matematica superioară, ei se supun îndrumării și îndrumării divine De fapt, celulele nu au o formă atât de regulată așa cum a presupus Koenig; ar fi dificil să le măsoare unghiurile chiar și la câteva grade Cu toate acestea, mai mult de o sută de ani mai târziu, Darwin încă vorbea despre arhitectura albinelor drept "cel mai uimitor instinct cunoscut" și a adăugat: "Dincolo de această etapă de perfecțiune în arhitectură, selecția naturală (care a înlocuit acum îndrumarea divină!) nu putea plumb, pentru că fagurele unei albine, din câte putem judeca, este absolut perfect din punct de vedere al economiei de muncă și de ceară" Dacă cele șase vârfuri ale dodecaedrului sunt tăiate corect simetric, atunci se obține un poliedru, delimitat de șase pătrate și opt hexagoane Acesta este tetrakaidecaedrul , cunoscut lui Arhimede și redescoperit de cristalograful rus Fedorov Exemple ale acestui poliedru, obținute cu translațiile corespunzătoare, pot umple întregul spațiu fără acoperiri și goluri, la fel ca în cazul unui dodecaedru rombic (Fig ) În prelegerile sale din Baltimore, Lordul Kelvin a arătat cum fețele acestui poliedru și marginile ar trebui să fie îndoite pentru a satisface condiția minimă de suprafață Dacă toate acestea sunt făcute, atunci împărțirea spațiului în tetrakaidecaedre egale și paralele duce la o economie de suprafață și mai mare față de volum decât în cazul dodecaedrelor rombice cu fețe plate Tind să cred că configurația lui Lord Kelvin oferă minimul absolut, dar din câte știu acest lucru nu a fost niciodată dovedit Să ne întoarcem acum din spațiul tridimensional în planul bidimensional și să ne angajăm într-un mod mai sistematic Orez studiul simetriei, caracterizat printr-un raport dublu infinit În primul rând, acest concept ar trebui clarificat După cum am menționat mai devreme, deplasările, translațiile paralele, deplasările plane formează un grup Translația a poate fi descrisă complet prin specificarea punctului A' la care această translație traduce punctul dat A Translația, sau vectorul jSB', coincide cu translația AA' dacă BB' este paralel cu AA' și are aceeași lungime Compoziția transferurilor paralele se notează de obicei prin semnul - Astfel, a + este transferul obținut prin efectuarea mai întâi a transferului a, iar apoi a transferului b Dacă a duce punctul A la punctul B, ab duce punctul B la punctul C, atunci c=a+& duce A la C, și astfel c poate fi etichetat cu vectorul AC, care este diagonala paralelogramului ABCD Deoarece Au = BC - - b și DC = AB = a (Fig ), atunci avem pentru alcătuirea translațiilor paralele sau - care este doar un alt mod de exprimare - pentru adunarea vectorilor sau vector zero O, legea comutativă a+&=&+a Această adunare nu este altceva, de regulă, conform căreia două forțe a, b sunt combinate pentru a obține forța rezultantă a + & = c în conformitate cu așa-numitul paralelogram de forțe Eu mie există un transfer identic care ia fiecare punct în sine Pentru fiecare traducere a, există o translație opusă -a, astfel încât a+(-a) = Evident, a, a, a, înseamnă la fel ca a+a, a+a+a și + a + a + a, etc Regula generală lo, care este folosit pentru a determina transferul multiplu pentru pentru fiecare număr întreg n - pozitiv, negativ și zero - este exprimat prin formule (n + ) a = (na) + a și a = Vectorul a, este singura soluție a ecuației &=a Din aceasta este clar ce înseamnă Xa dacă X este o fracție cu numărător întreg m și numitor n, ca, de exemplu, sau - ~ În mod similar, pentru orice număr real X, fie el rațional sau irațional, sensul lui Xa este clar prin continuitate Doi vectori e ; e sunt liniar independente dacă nu există o combinație liniară x e ~bx e a acestor vectori egală cu zero vecur , cu excepția cazului în care ambele numere reale x± și x sunt zero Planul este bidimensional, deoarece fiecare vector x poate fi exprimat într-un mod unic ca acest tip de combinație liniară x e -x e folosind doi vectori independenți liniar fix e± și e Coeficienți x ; x se numesc coordonatele vectorului x în raport cu baza (e , e ) După ce un anumit punct O este fixat ca origine a coordonatelor (și sunt aleși vectorii de bază și e ), putem aloca două coordonate xlt x fiecărui punct X folosind relația X = x e x e În schimb, aceste coordonate și x determină poziția punctului X în raport cu "sistemul de coordonate" ( , elt e ) Regret că a trebuit să chinuiesc cititorul expunând aceste elemente ale geometriei analitice Scopul acestei invenții a lui Descartes nu este altceva decât să dea nume punctelor X ale planului, cu ajutorul cărora le-am putea distinge și identifica Numirea trebuie făcută într-un fel sistematic, deoarece există infinit de puncte; sistematicitatea este cu atât mai necesară cu cât toate punctele, spre deosebire de oameni, sunt exact aceleași și, prin urmare, suntem capabili să le distingem doar prin atașarea unor etichete Numele pe care le folosim se dovedesc a fi perechi de numere (xxx >) Pe lângă legea comutativă, adăugarea vectorilor - de fapt, compoziția oricăror transformări - satisface legea asociativă (l b) + c \u d a (b C c) Pentru vectorii a, &, atunci când sunt înmulțiți cu numerele reale X, p, , are loc încă o lege asociativă A (ra) = (Ar) a și două legi de distribuție (X + p) a = Aa pa, A (a - f b) \u d Xa X Ar trebui să aflăm cum se vor schimba coordonatele (x ; x ) ale unui vector arbitrar x dacă trecem de la o bază (e e ) la alta (e', e' ) Vectorii ej, e sunt exprimați în termeni de vectori e , e și invers, vectorii e , e sunt exprimați în termeni de vectori e(, e , după cum urmează: e'i-yiArvis e = a e +a e , ( ) Și - ^ ^ ^ ^ " ^ ^ ^ ȘI" ^ ^ * ( ) și Exprimând un vector arbitrar x în termenii ambelor baze, obținem X - ~j~ -^ ^ ~ X~ -^ ^ • Înlocuind ( ) în loc de e' ( e sau (Γ) în loc de e , e , aflăm că coordonatele xx, x față de prima bază sunt legate de coordonatele x[, x ale celui de-al doilea sistem folosind două "transformări liniare omogene" reciproc inverse: ■^i = "іL + аі х , x = a x'l + a x' -, X^ = СсХ-^ ± Х % " П іХі -j-а х ( ) ( ') Coordonatele x se schimbă cu vectorul x, dar coeficienții I ) (YAP > I ) ^ ' (r) / \^ > ^ / sunt constante Este ușor de văzut în ce condiții pentru o transformare liniară de forma ( ) există o inversă: aceasta se întâmplă dacă și numai dacă așa-numitul determinant al transformării a a -a a este diferit de zero Deocamdată folosim doar acele concepte care au fost introduse până acum, adică ) adunarea vectorilor a i>, ) înmulțirea vectorului a cu numărul X, ) operația prin care două puncte A, B determină vectorul AB și, de asemenea, conceptele definite logic în termenii acestora, avem de-a face cu geometrie afină În geometria afină, orice bază constând din vectori și e este la fel de convenabilă ca oricare alta Conceptul de lungime |n] a unui vector x ia unul dincolo de limitele geometriei afine; este de bază pentru geometria metrică Pătratul lungimii unui vector arbitrar x este forma pătratică + g x x -g x ( ) coordonatele sale xx, x , care conțin coeficienții constanți gtl, g , g Aceasta este esența teoremei lui Pitagora Forma metrică de bază ( ) este definită pozitivă, adică valoarea sa este pozitivă pentru orice valoare a variabilelor xp x , cu excepția cazului xx = x ^-= Există un sistem de coordonate special - sistemul de coordonate carteziene - în care ia această formă forma simplă xî+x Acest sistem de coordonate este format din doi vectori unitari reciproc perpendiculari e , e de lungime egală În geometria metrică, toate sistemele de coordonate carteziene sunt la fel de valabile Trecerea de la una dintre ele la alta se face printr-o transformare ortogonală, adică printr-o transformare liniară omogenă ( ), ( '), care lasă neschimbată forma x, -hxg, astfel încât xj+x =x'J +x 'j Dacă această transformare este supusă doar unei ușoare modificări, ea poate fi interpretată și ca o expresie algebrică pentru rotație Dacă, la rotirea în jurul originii , baza sistemului de coordonate carteziene e ( e este transformată în baza e\, er a unui alt sistem cartezian, atunci vectorul x \u d x e + x e intră în vectorul x' \u d x e' + x e , iar dacă scrieți x' sub forma x' e - xrei, folosind din nou baza originală ex, e ca cadru de referință, veți vedea că vectorul cu coordonatele xn x va intra în vector cu coordonatele x'i, x , unde x^wі -f- x e ■- x^ -j~ x ^ și, prin urmare x'i =auXi+ai x , x' = a x +aMx ( ) [formule ( ) în care perechile (xt, x ), (x, x ) și-au schimbat locurile] Dacă luăm în considerare puncte în loc de vectori, atunci transformările liniare omogene trec peste tot în transformări neomogene Fie (x ; x ), (xi, x ) coordonatele aceluiași punct arbitrar X în două sisteme de coordonate (O; elț e ), (O'; e'n e ) Atunci obținem asta OX = x e + x e , O'X = xje'i + x'err, iar din moment ce OX - OO'-\-O'X, atunci xt = a^Xj -а/ х -b,- (i = , ), ( ) unde setăm ' = b e +^> e Transformările neomogene diferă de cele omogene în termenii suplimentari bj Afişa x'i = a, x + a,- x -|-b,- ({ = , ), ( ) care duce un punct (xp x ) la un punct (x', x' ), exprimă mișcare dacă partea omogenă a transformării x't = аІІх + аі х (r = , ), ( ) definirea mapării corespunzătoare a vectorilor este ortogonală (Desigur, se presupune că coordonatele sunt luate în raport cu același sistem de coordonate fix ) În aceste condiții, vom numi și transformări neomogene transformări ortogonale În particular, transferul către vector (blt b ) este exprimat prin transformare k) = x + b , x' = r = x + b Să revenim acum la tabelul Leonardo al grupurilor finite de rotație ale planului: I Cr, C , C , ; I Dx, O , O , Expresia algebrică a operațiilor pentru niciuna dintre grupurile Sp nu depinde de alegerea bazei sistemului de coordonate carteziene Situația este diferită în cazul grupurilor Dn În acest caz, reducem expresia algebrică la formă normală, luând ca vector de bază vectorul său direcționat de-a lungul uneia dintre axele de reflexie Grupul de rotație este exprimat în termenii sistemului de coordonate carteziene ca un grup de transformări ortogonale Vom spune că expresiile sale în oricare două astfel de sisteme de coordonate conectate printr-o transformare ortogonală sunt echivalente ortogonal Prin urmare, rezultatul lui Leonardo poate fi formulat acum în limbaj algebric după cum urmează Leonardo a oferit o listă de grupuri de transformări ortogonale, astfel încât ) oricare două grupuri din această listă sunt ortogonal neechivalente și ) orice grup finit de transformări ortogonale este echivalent ortogonal cu unul dintre grupurile care apar în lista sa Pe scurt, aceasta poate fi exprimată după cum urmează: Leonardo a oferit o listă completă de grupuri finite ortogonal neechivalente de transformări ortogonale Acesta poate părea un mod inutil de complicat de a descrie un lucru simplu; cu toate acestea, beneficiile sale vor deveni în curând evidente Simetria ornamentală este asociată cu grupuri discrete de mișcări pe plan Dacă un astfel de grup A conține translații, atunci ar fi absurd să postulăm caracterul finit al acestuia, deoarece iterația translației a (alta decât transformarea identică ) generează infinite translații pe pa ("= , ± , ± , ) Prin urmare, în locul cerinței de finititate, introducem cerința de discretitate, ceea ce înseamnă că nu există nicio transformare în grupul care este arbitrar apropiat de identitate, cu excepția lui însuși Cu alte cuvinte, există un număr pozitiv e astfel încât orice transformare ( ) a grupului nostru pentru care numerele /an- , a , ll \a > ° ^ / situată între -e și De este identică (în acest caz toate aceste numere sunt egale cu zero) Transferurile cuprinse în grupul nostru formează un grup A discret de transferuri Pentru un astfel de grup, există trei posibilități: fie acest grup nu conține un singur element, cu excepția translației identice - vectorul zero , fie toate translațiile din el sunt iterații xx ale aceleiași translații paralele de bază eu^O (x = , ± , ± , ), sau aceste translații (vectori) formează o rețea bidimensională, adică constau din combinații liniare x e - rxre a doi vectori liniar independenți e ( e cu coeficienți întregi xlt x Al treilea caz este cel care ne interesează raportul dublu infinit În acest caz, vectorii e ?e formează ceea ce numim baza rețelei Dacă alegem un punct O ca origine, atunci acele puncte la care O trece în timpul tuturor translațiilor rețelei formează o rețea paralelogramatică de puncte (Fig ) Să ne punem imediat întrebarea în ce măsură alegerea bazei sale este arbitrară pentru o anumită rețea Dacă e', e' este o altă bază a rețelei, atunci trebuie să obținem asta ві = ОцвіО ? , f? = Ц ^ ' ) unde ai}- sunt numere întregi Dar exact în același mod, coeficienții transformării inverse ( ') trebuie să fie și ei numere întregi, deoarece altfel vectorii e[, e nu ar constitui baza rețelei Primim pentru coor dinat două transformări liniare reciproc inverse ( ) și ( ') cu coeficienți întregi /Оц, ^ ) pj ^ , ^ j ( ") \^ " ^ / \^ ' ^ / Matematicienii numesc o transformare liniară omogenă cu coeficienți întregi unimodulară, astfel încât transformarea ei inversă este o transformare de același tip Este ușor să vezi asta o transformare liniară cu coeficienți întregi este unimodulară dacă și numai dacă determinantul său ana - arr a i este egal cu + sau - Pentru a găsi toate grupurile discrete posibile de mișcări, procedăm după cum urmează Alegem punctul ca origine de coordonate și reprezentăm translațiile aparținând grupului nostru D, folosind rețeaua L de puncte la care aceste translații traduc punctul O Orice transformare a grupului nostru poate fi considerată ca o rotație în jurul punctului O urmată de o traducere Prima parte - rotativă - a operației de transformare ia rețeaua în sine Mai mult, aceste rotații formează un grup discret și, în consecință, finit de rotații Γ={A} În limbajul cristalografilor, acesta este un grup care determină clasa de simetrie a unui ornament Grupa D trebuie să fie una dintre grupele din tabelul ( ) Leonardo Cn, Dn (n = , , , ), ( ) care are proprietatea că transformările acestui grup iau rețeaua L în sine Această legătură între grup rotațiile Г și rețeaua L impune unele restricții atât asupra grupului, cât și asupra rețelei În ceea ce privește grupul Γ, toate valorile lui n ar trebui excluse din tabel, cu excepția n - , , , , Observați că n egal cu este printre valorile excluse! Orez Deoarece rețeaua poate fi rotită cu °, cea mai mică rotație care o lasă neschimbată trebuie să fie egală cu ° împărțit la un număr întreg, adică să aibă forma ° împărțit la , , , , Trebuie să arătăm că numerele r sunt imposibile Luați cazul n= Fie A punctul rețelei ^= , situat cel mai aproape de O (Fig ) Apoi întregul octogon A=A G A , Aa, , obtinut din A prin rotatii succesive ale plo-p în jurul punctului și la unghiul complet, constă în puncte de zăbrele Întrucât OA , OA sunt vectori rețelei, diferența lor - vectorul A^ - trebuie să aparțină și el rețelei, și deci punctul B, determinat de faptul că OB = Ax A , trebuie să fie un punct al rețelei Totuși, acest lucru duce la o contradicție, deoarece B este mai aproape de O decât punctul A=Alt, deoarece latura AtA a unui octogon regulat este mai mică decât raza sa OLV Prin urmare, pentru grupul G, există doar următoarele posibilități: Cx, C , C , C , Sv; D , D , Dt, Ds ( ) Este ușor de observat că pentru fiecare dintre aceste grupuri, într-adevăr, există rețele care sunt invariante la transformările grupului corespunzător Evident, pentru Cx și C o astfel de rețea este orice rețea, deoarece orice rețea este invariantă sub transformarea și rotația identice cu ° Dar luați în considerare grupul constând din transformarea și reflecția identice cu privire la faţă de axa / care trece prin O Există două tipuri de reţele care sunt invariante faţă de acest grup: dreptunghiulare şi rombice (Fig ) O rețea dreptunghiulară se obține atunci când planul este împărțit în egal dreptunghiuri drepte, dintre care unele sunt paralele ny /, iar altele sunt perpendiculare pe acesta Vârfurile dreptunghiurilor rezultate sunt puncte de rețea Baza naturală a unei astfel de rețele este formată din două laturi e ( e , care ies dintr-un punct al dreptunghiului de bază, al cărui vârf din stânga jos este O Rețeaua rombică este formată din romburi identice, în care planul este împărțit de diagonalele rețelei dreptunghiulare În acest caz, baza rețelei poate fi două laturi ale rombului de bază, al cărui vârf din stânga este O Punctele re ochiurile sunt vârfurile despre dreptunghiuri şi centrele lor • (Acest aranjament de copaci sub forma unei zăbrele în formă de diamant este pe care Thomas Brown l-a numit quincuncial, deoarece credea că figura sa elementară este quincunxul • , însă, de fapt, numărul are nr • • raport cu această rețea ) Forma și dimensiunile dreptunghiului de bază și ale rombului de bază sunt arbitrare Găsind zece grupuri posibile Γ de rotații și rețele L invariante față de fiecare dintre ele și "lipind" fiecare grup Γ de rețeaua corespunzătoare L, obținem grupuri complete de mișcări O examinare mai atentă arată că, deși există cazuri posibile pentru G, există exact posibilități semnificativ diferite pentru întregul grup A Astfel, există tipuri diferite de simetrie pe care le poate avea un ornament bidimensional cu un raport dublu infinit Printre elementele decorative au fost găsite mostre din toate cele grupuri de simetrie modele ale antichității, în special printre ornamentele egiptene Cu greu este posibil să supraestimăm profunzimea imaginației geometrice și a ingeniozității surprinse în aceste modele Construcția lor este departe de a fi banală din punct de vedere matematic Arta ornamentului conține implicit cea mai veche parte a matematicii superioare cunoscută nouă Fără îndoială că până în secolul al XIX-lea nu existau concepte necesare cu care să se dea o formulare matematică abstractă completă a problemei principale, și anume, nu exista un concept matematic al unui grup de transformări Doar pe baza acestui concept s-a putut dovedi că tipuri de simetrie, implicit cunoscute artizanilor egipteni, epuizează toate cazurile posibile Este destul de ciudat că dovada acestui fapt a fost dată abia în de D Polya (Georg Polya, acum predă la Universitatea Stanford*) Arabii au făcut multe încercări de a construi un ornament bazat pe numărul , dar, desigur, nu au putut introduce adevărata simetrie rotațională de ordinul al cincilea în ornamentele lor dublu raport infinit Adevărat, au experimentat diverse opțiuni de compromis înșelătoare Putem spune că arabii au dovedit experimental imposibilitatea unui pentagon în ornament Dacă afirmația noastră că nu există alte grupuri de rotații care să lase rețelele invariante, cu excepția a zece grupuri ( ), este evidentă, atunci situația este diferită cu afirmația că există cel mult grupuri diferite de ornamente Acest lucru necesită unele explicații De exemplu, dacă Г=С , atunci grupul A este un grup format numai din transferuri; totuși, dacă orice rețea este posibilă, adică dacă paralelogramul de bază construit pe doi vectori de bază ai rețelei poate avea orice formă și dimensiune, atunci avem posibilitatea de a alege dintr-o varietate infinită continuă de cazuri posibile Presupunând că numărul de grupuri este de , considerăm toate aceste cazuri ca fiind unul singur - dar pe ce bază? Aici mă voi freca *) Vezi articolul său "Uber die Analogie der Kristailsymmetrie in der Ebene", Zeitschr blană Kristallographie , - q există o geometrie analitică Dacă luăm în considerare planul nostru din punctul de vedere al geometriei afine, atunci rezultă că are două structuri: (I) o structură metrică, în care fiecare vector x are o lungime, al cărei pătrat este exprimat în coordonate folosind o formă pătratică definită pozitivă ( ) - formă metrică de bază, și (II) o structură de zăbrele, datorită faptului că ornamentul definește un plan cu o rețea vectorială În abordarea obișnuită, se consideră mai întâi o structură metrică și se introduce un sistem de coordonate carteziene în care forma metrică de bază are o singură formă canonică Xj+xl, în timp ce un element variabil rămâne în reprezentarea algebrică a unei varietăți continue de rețele invariante Totuși, în loc să ne adaptăm coordonatele la metrică, permițând doar coordonatele carteziene, putem mai întâi să introducem o structură de rețea și să adaptăm sistemul de coordonate la rețea, alegând vectorii e , e ca bază Ca rezultat, rețeaua se va dovedi acum a fi normalizată într-un mod unic definit, numai dacă este exprimată în termeni de coordonatele corespunzătoare x , x Într-adevăr, vectorii de rețea devin acum vectori ale căror coordonate sunt numere întregi În general, nu putem face aceste două lucruri în același timp: avem atât un sistem de coordonate în care forma metrică de bază apare sub formă canonică, cât și o rețea formată din toți vectorii cu coordonate întregi x,, x Prin urmare, folosim a doua abordare, care se dovedește a fi mai avantajoasă din punct de vedere matematic Consider că o astfel de analiză este de o importanță fundamentală pentru toate tipurile de studiu al formelor Ca exemplu, luăm din nou în considerare grupul Dv Dacă rețeaua invariantă este dreptunghiulară și baza sa este aleasă în modul natural descris mai sus, atunci DA constă din transformarea identității și transformarea X X , X ■~= - Xg • În acest caz, forma metrică de bază poate fi orice formă pozitiv-definită de un tip special, dacă rețeaua invariantă este rețea rombică și dacă laturile rombului de bază sunt alese ca bază a rețelei, atunci Dt constă din transformarea identității și încă o operație x\~x , x = xr Forma metrică de bază poate fi orice formă pozitiv-definită a formei speciale a(xi + x^ + xrx Dar în loc de Oz obținem acum două grupuri Dv, Dbx de transformări liniare cu coeficienți întregi, care, deși sunt echivalente ortogonal, , nu mai sunt echivalente unimodular; prima dintre aceste grupe constă din două transformări cu matrice de coeficienți / \ / \ unsprezece/' iar al doilea este din transformări cu matrice / \ / \ \o /' U oj- Se spune că două grupuri de transformări liniare omogene sunt echivalente unimodular, desigur, dacă ambele reprezintă același grup de operații, una într-una și alta într-o altă bază a rețelei, adică dacă aceste grupuri merg una în cealaltă sub transformare de coordonate unimodulară În sistemul de coordonate adaptat rețelei, transformările grupului Γ apar acum ca transformări liniare omogene ( ) cu coeficienți întregi aijt, deoarece, întrucât fiecare dintre ele ia rețeaua în sine, coordonatele xx, x'r iau întotdeauna valori întregi când xx, x - numere întregi Arbitrarul în alegerea bazei rețelei este exprimat în convenția de a considera grupuri unimodular echivalente de transformări liniare ca unul și același obiect Pe lângă faptul că transformările grupului Γ au coeficienți întregi, ele au proprietatea că o formă pătratică definită pozitivă ( ) este invariantă sub ei Cu toate acestea, de fapt, această împrejurare nu introduce restricții suplimentare; într-adevăr, se poate demonstra că pentru orice grup finit de transformări liniare cu coeficienți reali se poate construi un patratic pozitiv-definit forme care sunt invariante sub aceste transformări *) Se pune întrebarea, câte grupuri finite diferite, adică unimodular neechivalente, de transformări liniare cu coeficienți întregi în două variabile există? Poate că aceștia sunt zece dintre vechii noștri cunoscuți ( )? Nu, există grupuri în afară de ele, deoarece am văzut că, de exemplu, Dr se împarte în două cazuri neechivalente Di și Dbi Același lucru se întâmplă și cu D și D , ceea ce înseamnă că există exact grupuri finite unimodulare neechivalente de operații liniare cu coeficienți întregi Din punct de vedere matematic, acesta este un rezultat mult mai interesant decât tabelul ( ) de zece grupuri de rotații cu rețele invariante Ultimul pas este introducerea părților portabile ale transformărilor Obținem grupuri discrete unimodulare neechivalente de transformări liniare neomogene care conțin toate translațiile x'i = xr + blt x' = x + b , unde bz și b sunt numere întregi și numai astfel de transferuri Acest ultim pas prezintă o oarecare dificultate, iar în observațiile care rămân de făcut cel mai bine este să pornim de la cazul a grupuri finite Γ de transformări omogene, care se obțin prin ștergerea părților lor portabile Până acum, am luat în considerare doar structura rețelei a planului Desigur, nu se poate neglija întotdeauna metrica planului Dar aici apare aspectul problemei noastre care este legat de conceptul de continuitate Pentru fiecare dintre cele grupuri Γ există forme pătratice definite pozitive invariante G (х) = §цХі -р g' x x -|-g x *) Aceasta este binecunoscuta teoremă a lui Maschke (H Maschke) Dovada sa este destul de simplă Să luăm orice formă pătratică definită pozitivă, de exemplu xf-j-xf, și să efectuăm pe ea toate transformările S ale grupului nostru; suma formelor rezultate este forma definită pozitivă invariantă G Weil O formă de acest fel este caracterizată de coeficienții zece § )- Forma G(x) nu este determinată în mod unic de grupul Γ; de exemplu, în loc de G(x) se poate lua oricare dintre formele cG(x), unde c este un factor constant care este un număr real pozitiv Toate formele pătratice definite pozitiv G(x), care sunt invariante la transformări din grupul Γ, formează un "con" continuu convex uni, bidimensional sau tridimensional de natură foarte simplă De exemplu, pentru cazurile D" și D\ obținem varietăți bidimensionale constând, respectiv, din toate formele definite pozitive ale formei Forma metrică de bază este întotdeauna una dintre varietatea de forme invariante Cu o descriere completă a grupurilor de simetrie A ale ornamentelor, acum distingem clar între proprietățile care sunt de natură discretă și proprietățile care se pot schimba continuu Proprietatea discretă apare atunci când un grup este exprimat în termeni de coordonate adaptate la rețea și se găsește a fi unul dintre cele șaptesprezece grupuri diferite definite algebric Fiecare dintre aceste grupuri corespunde unei varietăți continue de posibilități pentru forma metrică de bază G(x), din care ar trebui să alegeți o formă metrică de bază reală Avantajele adaptării sistemului de coordonate la rețea mai degrabă decât la metrică devin evidente dacă ne gândim că în acest caz elementul variabil G(x) ia valori dintr-o varietate continuă convexă simplă, în timp ce rețeaua L, exprimată în coordonate adaptat metricului și acționând în acest caz ca element variabil, trece printr-o varietate continuă, care, după cum arată exemplul grupului Dt, poate consta din mai multe părți Acest avantaj se manifestă pe deplin doar când trecem de la grupul omogen Γ = {A} la grupul complet A de simetrie ornamentală Împărțirea în discret și continuu mi se pare principalul rezultat al tuturor tipurilor de predare despre forme; studiul formelor ornamentelor și cristalelor ne oferă un exemplu de desen clar al acestei distincții După toate aceste generalizări matematice oarecum abstracte, vreau să vă arăt o serie de imagini zhenii ornamente plate cu un raport dublu infinit Îi întâlnești pe tapet, covoare, gresie și parchet, pe diverse tipuri de țesături, în special imprimate, etc Nu trebuie decât să deschidem ochii și vom fi uimiți de numeroasele modele simetrice care ne înconjoară în viața de zi cu zi Cei mai mari maeștri ai artei geometrice a ornamentării au fost arabii Bogăția decorațiunilor din stuc care împodobesc pereții clădirilor de origine arabă, precum Alhambra din Granada, este pur și simplu uimitoare Pentru descrierea noastră, este util să știm cum arată mișcarea în cazul celor două dimensiuni Mișcarea adecvată poate fi fie o translație, fie o rotație în jurul punctului O Dacă o astfel de rotație există în grupul nostru de simetrie și unghiurile tuturor rotațiilor conținute în acesta în jurul n ° ~ punctele O sunt multiple, atunci numim punctul O pol de n ori sau pur și simplu un pol de n Știm că n nu poate lua alte valori decât n = , , , Mișcarea în oglindă este fie o reflexie de la o linie I, fie o combinație de reflexie de la I cu translația de-a lungul liniei I Dacă astfel o mișcare este conținută în grupul nostru, apoi linia I se numește, respectiv, axa sau axa de alunecare În acest din urmă caz, iterația mișcării are ca rezultat o deplasare a vectorului a și, în consecință, vectorul de alunecare a trebuie să fie egal cu jumătate din vectorul reticulat al grupului nostru În primul dintre următoarele desene (Fig ), vedeți imaginea unei rețele hexagonale, cu care a început prezenta prelegere Are o simetrie foarte bogată Există poli de multiplicitate , și , în desen marcați, respectiv, cu puncte, triunghiuri și hexagoane mici Vectorii care leagă doi poli sunt vectori reticulat, liniile servesc ca axe Există și axe de alunecare, care nu sunt prezentate în desen, ele sunt situate între axe la o distanță egală de ele și paralele cu acestea Numărul posibilelor grupuri de simetrie hexagonală este de cinci Aceste grupuri sunt obținute prin plasarea uneia dintre figurile simple , ', ', a sau b în fiecare dintre cei poli Schemele și ' păstrează multiplicitatea acestor poli egală cu , dar schema ' duce la * pierderea axelor de simetrie Schemele ', Zam b reduc multiplicitatea acestor poli la , iar în cazul lui ' axele de simetrie sunt absente, în cazul lui a axele trec prin fiecare poli, iar în cazul lui b axele trec numai prin cele ale polilor (constituind o treime din numărul lor total), £ > sunt două forme unimodulare neechivalente ale grupului D într-un sistem de coordonate adaptat rețelei Să luăm acum în considerare câteva ornamente de origine maură, egipteană și chineză Arată în fig fereastra moscheii din Cairo (sec XIV) are simetrie hexagonală de clasa De Figura principală este o buclă trefoil, ale cărei diferite elemente sunt împletite cu măiestrie excepțională Raze aproape neîntrerupte care intersectează modelul în trei direcții se obțin prin rotirea dreptei orizontale, respectiv, cu O , cu ° și prin Orez °; între aceste grinzi, la o distanţă egală de ele, se află axe de alunecare Veți găsi linii drepte servind ca axe obișnuite fără dificultate Astfel de topoare lipsesc din ornamentul (fig ) de gresie (azulejos) care decorează peretele din spate al alcovului din dormitorul (Sala de Camas) din Alhambra (Granada) Grupul de simetrie al acestui ornament este de ' sau ', în funcție de faptul că culoarea elementelor sale este luată în considerare sau nu Unul dintre trucurile subtile ale artei ornamentale este acea simetrie Orez modelul geometric, exprimat de o anumită grupă A, datorită utilizării culorii, se reduce la o simetrie de ordin inferior, exprimată de un anumit subgrup al grupului A Simetria pătrată a clasei este demonstrată de binecunoscutul clincher schema de pavaj (Fig ); Particularitatea este că aici nu există axe obișnuite, ci doar axe de alunecare care trec prin poli (dintre care unul este marcat) Același sim P C bo Orez Orez Podoaba egipteană aşezată alături (Fig ), precum şi două podoabe maure (Fig ), posedă şi metrii O lucrare monumentală pe tema care ne interesează este "Grammar of ornaments" (Grammar of ornaments) de Owen Jones, din care sunt împrumutate unele dintre ilustrații Mai specific este Gramatica zăbrelei chinezești a lui Daniel Sheets Dye, care a examinat zăbrelele folosite de chinezi ca cadru pentru ferestrele lor de hârtie Redau aici două desene caracteristice din această lucrare (fig și ); unul dintre ele are simetrie hexagonală, iar celălalt are simetrie de tip Dt Aș dori să analizez în detaliu câteva dintre aceste ornamente Cu toate acestea, o descriere algebrică detaliată a grupuri de ornamente ar trebui să fie o condiție prealabilă pentru un astfel de studiu Pe de altă parte, scopul acestor prelegeri este mai degrabă acela de a clarifica principiile matematice generale care stau la baza teoriei formei ornamentelor (și cristalelor) decât a studiului teoretic în grup al ornamentelor individuale Lipsa timpului mă împiedică să acord ambele părți ale problemei, abstractului și concretului, atenția pe care o merită Am încercat să explic conceptele matematice de bază relevante și ți-am arătat o serie de desene care sunt o punte între cele două, dar nu mai sunt în stare să te ghidez pas cu pas PRELEȚA A PATRA CRISTALELE IDEA MATEMATICĂ GENERALĂ DE SIMETRIE În prelegerea anterioară, am luat în considerare - pentru cazul celor două dimensiuni - problema alcătuirii unei liste complete de (I) toate grupurile finite ortogonal neechivalente de transformări ortogonale omogene, (II) toate grupurile având rețele invariante, (III) toate unimodular grupuri finite neechivalente de transformări omogene cu coeficienți întregi , (IV) ale tuturor grupurilor discrete unimodulare neechivalente de transformări liniare neomogene care conțin translații cu coordonate întregi și numai astfel de translații Problema (I) se răspunde prin lista lui Leonardo Sp, Dn ("= , , , ); limitând indicele n la valorile n - , , , , , obținem o soluție la problema (II) Numărul de grupuri din fiecare dintre aceste patru liste - să notăm aceste numere cu hlt hlt, hm, hlv - se dovedește a fi oo, , , respectiv Cea mai importantă problemă este, desigur, problema (III) Aceleași patru întrebări ar putea fi puse nu pentru un plan bidimensional, ci pentru cazul unei linii unidimensionale Răspunsurile la ele ar fi destul de simple; rezultă că în acest caz toate cele patru numere ht, hu, hm, hlv sunt egale cu Într-adevăr, în fiecare dintre cazurile (I), (II), (III) grupul constă fie numai din transformarea de identitate x ' - x, sau din transformarea și reflexia identice x' = -x Dar nu vom coborî de la două dimensiuni la una, ci, dimpotrivă, ne vom ridica de la două dimensiuni la trei La sfârșitul celei de-a doua prelegeri, totul finit grupuri de rotație în spațiul tridimensional Le voi repeta aici Lista L: С", С", С "С" ("- , , , ); D'n, D'n, KJK, D'nC^ , ); T, ' P; ', K', P; greutate Dacă se cere ca operațiunile de grup să păstreze invarianța rețelei, atunci numai axele de rotație care sunt multipli de doi, trei, patru și șase sunt considerate admisibile Sub această constrângere, tabelul nostru ne va oferi următoarele Lista B: Cr C , C , C , Cs; Clt C , C C , C ; D' , O', D , O'; D' , D- , d', D' ; C Cj, C C , CeC ; o;o' , D'eD's; o c , D C , D^Ci, DeC ', T w, T, " , - " Acesta conține de membri Este ușor de verificat că fiecare dintre aceste de grupuri are rețele invariante În cazul unui spațiu tridimensional, numerele h{, hti, /rH|, /rIV au valorile oo, , , În formularea sa algebrică, problema noastră poate fi pusă nu numai pentru două sau trei, ci pentru orice număr m de variabile Xp x , , xy și teoremele de finitate au fost demonstrate pentru acest caz Aceste metode sunt de mare interes matematic Combinația "metric plus zăbrele" stă la baza teoriei aritmetice a formelor pătratice, care a fost inițiată de Gauss și care a jucat un rol major în teoria numerelor de-a lungul secolului al XIX-lea Această linie de cercetare a fost continuată de Dirichlet, Ermit, iar mai târziu de M și N-to aproximativ în și m (Minkowski) N Siegel (Siegel) Studiul simetriei ornamentale pentru m dimensiuni se bazează pe rezultatele obținute de acești autori și pe aritmetica fină algebrică și soleiană teoria așa-numitelor algebre, sau sisteme de numere hipercomplexe c, dezvoltării căreia algebriștii de ultimă generație au dedicat mult efort [în America, în primul rând Dickson (L Dickson)] Decorăm suprafețele cu ornamente plate; ornamentele spațiale nu au fost niciodată folosite în artă Dar se găsesc în natură Astfel de modele spațiale sunt aranjamente diferite ale atomilor în cristale Formele geometrice ale cristalelor cu suprafețele lor plate sunt un fenomen natural uimitor Totuși, adevărata simetrie fizică a unui cristal se manifestă nu atât în aspectul său, cât în structura internă a substanței cristaline Să presupunem că o astfel de substanță umple întregul spațiu Simetria sa macroscopică își va găsi expresia într-un anumit grup Г de rotații Indistincte din punct de vedere fizic sunt doar astfel de orientări ale cristalului în spațiu, care se transformă în sine în timpul oricăreia dintre rotațiile acestui grup De exemplu, lumina, care, în general, într-un mediu cristalin se propagă în direcții diferite cu viteze diferite, se va propaga cu aceeași viteză în oricare două direcții, care sunt obținute una de la cealaltă prin rotație din grupul G Același lucru este și cazul în cazul altor proprietăți fizice Pentru un mediu izotrop grupul Γ constă din toate rotațiile, dar în cazul unui cristal constă dintr-un număr finit de rotații și, în unele cazuri, chiar dintr-o transformare identică Din luarea în considerare a dispunerii suprafețelor plane ale cristalelor în zorii cristalografiei s-a obținut legea indicilor raționali Acest lucru a condus la ipoteza că structura atomică a cristalelor este asemănătoare rețelei Această ipoteză, care explică legea indicilor raționali, a fost acum confirmată cu deplină certitudine de modelele de interferență ale lui Lau, care, în esență, sunt fotografii cu raze X ale cristalelor Mai precis, această presupunere afirmă că grupul A discret de mișcări care iau în sine aranjamentul atomilor din cristalul nostru conține cel mult trei transferuri liniar independente Cu toate acestea, această ipoteză poate fi redusă la cerințe mult mai simple ato noi, trecând unul în celălalt sub o mișcare de la A, putem fi numiți echivalent Atomii echivalenți formează un set regulat de puncte în sensul că mulțimea trece în sine la fiecare mișcare de la A și că pentru oricare două puncte ale mulțimii există o mutare de la A care duce unul dintre ele la celălalt Vorbind despre aranjarea atomilor, mă refer la pozițiile lor într-o stare de echilibru În realitate, atomii vibrează în jurul acestor poziții Aparent, ar trebui să ne ghidăm după ideile mecanicii cuantice și, în loc de pozițiile exacte ale atomilor, să luăm în considerare densitatea medie a distribuției lor; această densitate de distribuție în spațiu este exprimată printr-o funcție care este invariantă sub mișcările din grupul A Grupul Γ={A} al părților rotative ale mișcărilor, care sunt elemente ale grupului A, lasă invariantă rețeaua L a puncte obţinute din punctul O - originea coordonatelor - prin translaţiile cuprinse în grupa A Posibilităţile apărute în acest caz pentru grupa G sunt enumerate în lista C în conformitate cu cele de clase de simetrie reală a cristalelor După cum sa menționat mai sus, pentru grupa A avem de posibilități diferite*) În timp ce grupul G={A} descrie simetria spațială și fizică macroscopică manifestată extern, grupa A definește simetria atomică microscopică ascunsă în spatele ei Cu toții probabil cunoașteți baza succesului experimentului lui Laue de fotografiere a cristalelor Imaginea unui obiect, desenată de lumina de o anumită lungime de undă, va fi suficient de precisă doar în raport cu detaliile ale căror dimensiuni sunt mult mai mari decât lungimea de undă a luminii; piesele mai mici sunt lubrifiate Lungimea de undă a luminii obișnuite este de aproximativ o mie de ori mai mare decât distanța dintre atomi Dar lungimea de undă a razelor X are exact ordinul necesar de IO- cm Astfel, Laue a omorât două păsări dintr-o singură piatră deodată: a confirmat faptul că structura cristalelor reticulate și, în același timp, a demonstrat că înainte de descoperirea sa ( ) a fost doar o ipoteză timidă - pe care o reprezintă razele X *) Vezi, de exemplu, P N gg i, Geometrische Kristallographie des Diskontinuums, Gebriider Bornträger, Lejpzig, este radiație cu lungime de undă scurtă Cu toate acestea, chiar și în aceste condiții, imaginile aranjamentului atomilor în fotografiile Laue (Lauegrams) nu seamănă cu acestea din urmă în sensul literal al cuvântului Când observați o fantă care are doar de câteva ori lungimea de undă a luminii, veți obține o imagine distorsionată a acelei fante, constând din franjuri de interferență În mod similar, Lauegramele sunt imagini de interferență ale unei rețele atomice Cu toate acestea, din aceste fotografii este posibil să se calculeze aranjamentul real al atomilor, iar scara este determinată de lungimea de undă a razelor X Iată două Lauegrame de blendă de zinc (Fig și ) dintr-un articol al lui Laue însuși ( ); imaginile au fost realizate în direcții care permit să se vadă simetria în jurul axelor, respectiv, de ordinul al patrulea și respectiv al treilea Când țineam o prelegere, puteam arăta publicului o varietate de modele tridimensionale (mărite) ale aranjamentului real al atomilor; în textul tipărit, trebuie să te mulțumești cu o fotografie a unuia dintre aceste modele (Fig ); modelul descrie structura unei bucăți de cristal de anatază cu structura chimică a TiO ; sferele luminoase reprezintă atomi de titan, sferele întunecate reprezintă atomi de oxigen În ciuda tuturor distorsiunilor din imaginile cu raze X, simetria cristalului este reprodusă corect Această împrejurare este un caz special al următorului principiu general Dacă condițiile care determină în mod unic orice efect au o anumită simetrie, atunci rezultatul acțiunii lor dezvăluie aceeași simetrie Prin urmare, Arhimede a făcut o concluzie a priori că greutățile egale trebuie să fie în echilibru pe cântare cu umeri egali Într-adevăr, în acest caz, întreaga configurație este simetrică față de planul de simetrie al balanței și, prin urmare, este imposibil ca un braț să coboare și celălalt să urce Din același motiv, putem fi siguri că atunci când aruncăm un zar care are forma unui cub obișnuit, orice față va cădea cu aceeași probabilitate egală cu - Astfel, datorită simetriei legate de cazuri speciale, putem uneori să facem predicții a priori, dar în cazuri generale, un exemplu este legea echilibrului pentru ponderi având Orez Orez Orez brațe de lungimi diferite, rezultatul nu poate fi extras decât din experiență sau din principii fizice, în cele din urmă și pe baza experienței Din câte îmi pot da seama, toate afirmațiile a priori din fizică au ca sursă simetria La această remarcă epistemologică despre simetrie, voi adăuga încă una În prezent, legile formelor cristaline sunt înțelese în termenii dinamicii atomilor: dacă atomi identici acționează unul asupra celuilalt cu anumite forțe - ceea ce face posibilă o anumită stare de echilibru pentru un ansamblu atomic dat în ansamblu - atunci atomii din starea de echilibru se va situa în mod necesar sub forma unui sistem regulat de puncte Natura atomilor care formează cristale determină, în condiții externe date, dispunerea lor metrică, studiul formelor, însumate prin de grupe de simetrie A, lasă totuși posibilitatea schimbării continue în anumite limite Dinamica rețelei cristaline determină fizicul comportamentul cristalului, în special, natura creșterii sale, iar aceasta, la rândul său, determină forma specifică pe care o ia cristalul sub influența factorilor de mediu Prin urmare, nu este surprinzător faptul că cristalele găsite de fapt în natură arată posibile tipuri de simetrie într-o asemenea varietate de forme care l-au uimit pe Hans Castorp pe Muntele său Magic Caracteristicile vizibile ale obiectelor fizice sunt de obicei rezultatul interacțiunii structurii lor interne și a mediului Dacă apa, a cărei moleculă are o anumită structură chimică, se află în stare solidă, lichidă sau de vapori depinde de temperatură Temperatura este în primul rând un factor de mediu Exemplele din cristalografie, chimie și genetică fac să bănuiești că dualitatea pe care biologii o exprimă prin cuvintele "genotip și fenotip" sau "nature și învățare" (în engleză "nature and nurture") este oarecum legată de distincția dintre discret și continuu; am văzut că o astfel de scindare în discrete şi continue pentru trăsăturile caracteristice ale cristalelor se poate face destul de convingător Nu voi nega însă că, în general, această problemă nu este suficient de clară din punct de vedere epistemologic Ar fi timpul să încheiem luarea în considerare a simetriei geometrice, întruchipată în ornamente și cristale Scopul principal al acestei ultime prelegeri este acela de a elucida modul în care principiul simetriei operează în probleme mult mai importante de fizică și matematică, pentru ca, pornind de la acestea și de la aplicațiile avute în vedere mai devreme, să se ajungă la formularea generală finală a principiului în sine Modul în care teoria relativității este legată de simetrie este explicat pe scurt în prima prelegere: înainte de a studia formele geometrice din spațiu din punctul de vedere al simetriei lor, este necesar să se studieze structura spațiului în sine în același aspect Spațiul gol are un grad foarte mare de simetrie: orice punct este similar cu oricare altul și în niciun moment nu există o diferență internă între diferite direcții Am spus deja că Leibniz a atașat conceptului geometric de similitudine următorul filozof: umbra cerului Leibniz a numit asemănătoare două lucruri care nu se pot distinge dacă le luăm în considerare pe fiecare în sine Astfel, pot exista multe diferențe între două pătrate dintr-un plan, dacă unul este considerat în comparație cu celălalt, de exemplu, laturile unui pătrat pot fi înclinate la un unghi de ° față de laturile celuilalt Dar dacă le luăm pe fiecare separat, atunci fiecare afirmație obiectivă făcută despre una va fi valabilă și pentru cealaltă; în acest sens ele nu se pot distinge și, prin urmare, se aseamănă Ce cerințe trebuie să îndeplinească o declarație pentru a fi obiectivă, voi ilustra prin exemplul cuvântului "verticală" Spre deosebire de E p și k u-rz, noi, oamenii moderni, nu considerăm obiectivă afirmația că linia dreaptă este verticală, întrucât vedem în ea doar o formă prescurtată a unei afirmații mai complete că linia dreaptă dată are direcția a gravitației într-un punct P Astfel, câmpul gravitațional intră în judecata noastră ca un factor determinat de anumite condiții; în plus, afirmația luată în considerare include o referire la un punct specific P, în raport cu care se presupune că îl putem indica într-un fel, de exemplu, folosind cuvinte precum "eu", "aici", "acum" , "aceasta" În consecință, ideea lui Epicur a eșuat de îndată ce s-a știut că direcția gravitației este diferită aici, în locul unde locuiesc eu și acolo, în locul în care trăiește Nehru și că poate fi schimbată prin redistribuirea materiei Nu vom analiza cu atenție conceptul de obiectivitate și ne vom mulțumi cu aceste scurte observații În considerente concrete, din moment ce vorbeam despre geometrie, noi, după Helmholtz, am luat ca relație obiectivă de bază în spațiu relația de congruență La începutul celei de-a doua prelegeri, am vorbit despre grupul de mișcări cuprins ca subgrup în grupul tuturor asemănărilor Înainte de a merge mai departe, aș dori să clarific relația dintre aceste două grupuri în detaliu Căci există o întrebare tulburătoare despre relativitatea lungimii În geometria obișnuită, lungimea este relativă: o clădire și un mic model al acesteia sunt similare; entorsele sunt incluse în Sch numărul de automorfisme Dar fizica a descoperit că standardul absolut al lungimii este conținut în însăși structura atomului, mai precis, în particulele sale elementare, în special în electronul, care are o anumită sarcină și masă Acest standard de lungime atomică devine disponibil pentru utilizare în măsurători practice folosind lungimile de undă ale liniilor spectrale de radiație emise de atomi Standardul absolut, extras în acest fel din natura însăși, are mari avantaje față de standardul condiționat de lungime - o tijă metru platină-iridiu depozitată în pivnițele Comitetului Internațional de Greutăți și Măsuri din Paris Mi se pare că această stare de lucruri poate fi caracterizată astfel În raport cu sistemul de referință complet, este posibil să se caracterizeze prin numere nu numai punctele spațiului, ci și toate mărimile fizice Două cadre de referință sunt la fel de admisibile dacă în fiecare dintre ele toate legile universale geometrice și fizice ale naturii au aceeași expresie algebrică Transformările care stabilesc o legătură între astfel de cadre de referință la fel de admisibile formează un grup de automorfisme fizice; legile naturii sunt invariante sub transformările acestui grup Se stabilește că transformarea acestui grup este determinată în mod unic de acea parte a acestuia, care se referă la coordonatele punctelor din spațiu Astfel, putem vorbi despre automorfisme fizice ale spațiului Grupul lor nu conține extensii, deoarece legile atomice fixează lungimea absolută, ci conține reflexii, deoarece nicio lege a naturii nu indică o diferență internă între stânga și dreapta În consecință, grupul automorfismelor fizice este trupa tuturor mișcărilor proprii și în oglindă Dacă numim două configurații în spațiu, trecând una în cealaltă sub o anumită transformare a acestui grup, congruente, atunci corpurile care sunt imagini în oglindă unul cu celălalt sunt și ele congruente Mi se pare că această definiție a congruenței ar trebui înlocuită cu o definiție a congruenței bazată pe conceptul de mișcare a unui corp rigid, din motive analoge celor care îl conduc pe fizician să înlocuiască termometrul obișnuit cu o definiție termodinamică a temperaturii De îndată ce grupul de automorfisme fizice - mapări congruente stabilită, devine posibilă definirea geometriei ca știință care studiază relația de congruență a figurilor spațiale; în acest caz, automorfismele geometrice sunt transformări spațiale care duc oricare două câmpuri oblice congruente în câmpuri oblice congruente Și nu trebuie să fii surprins, ca și Kant, că grupul automorfismelor geometrice este mai larg decât grupul automorfismelor fizice și conține dilatații Toate aceste argumente suferă de un dezavantaj: ele nu țin cont de faptul că fenomenele fizice apar nu numai în spațiu, ci în spațiu și timp; lumea se desfășoară nu ca un continuum tridimensional, ci ca un continuum cu patru dimensiuni Simetria, relativitatea sau omogenitatea acestui mediu cu patru dimensiuni au fost descrise pentru prima dată corect de Einstein Să ne punem întrebarea, afirmația că două evenimente au avut loc în același loc are un sens obiectiv? Avem tendința de a răspunde da; dar este evident că, răspunzând astfel, înțelegem prin loc poziția față de Pământ pe care se desfășoară viața noastră Dar este adevărat că pământul este în repaus? Acum, școlarii știu că Pământul se rotește în jurul axei sale și se mișcă în spațiu Newton a scris tratatul său Philosophiae naturalis principia mathematica pentru a răspunde la această întrebare - pentru a deduce, după cum spunea el, mișcarea absolută a corpurilor din diferențele lor, din mișcările lor relative observate și din forțele care acționează asupra corpului Dar, deși credea ferm în absolutitatea spațiului, adică în obiectivitatea sensului afirmației că două evenimente au avut loc în același loc, el a reușit să dezvăluie nicio diferență obiectivă între starea de repaus a unui punct material și toate celelalte mișcări posibile, dar numai diferența dintre mișcarea în linie dreaptă cu o viteză constantă, așa-numita mișcare uniformă și rectilinie, din toate celelalte mișcări Să punem, mai departe, întrebarea: afirmația că două evenimente au loc în același timp (dar în locuri diferite, de exemplu, aici și pe Sirius) are un sens obiectiv? Înainte de Einstein a, oamenii au răspuns da La baza acestei convingeri se află, evident, obiceiul oamenilor de a se considera pe al lor evenimente de parcă s-ar întâmpla în momentul în care au fost observate Cu toate acestea, baza acestei încrederi a fost subminată cu mult timp în urmă datorită descoperirii lui Roemer (Olaf Roemer), care a arătat că lumina nu se propagă instantaneu, ci are o viteză finită Astfel, au început să înțeleagă că pentru continuum-ul spațiu-timp cu patru dimensiuni, doar afirmația despre coincidența sau despre cea mai apropiată vecinătate a două puncte ale lumii, adică puncte de tip "aici-acum", are o valoare direct verificabilă Dar dacă proprietățile obiective ale structurii lumii sunt descrise prin stratificarea acestui continuum cu patru dimensiuni în straturi tridimensionale de evenimente simultane și împărțirea lui în fibre unidimensionale - puncte ale lumii ale liniilor în repaus - acest lucru a devenit foarte îndoielnic Ceea ce a făcut Einstein a fost următorul: apropiindu-se cu o minte complet deschisă, el a colectat toate datele științelor naturii despre structura reală a continuumului spațiu-timp cu patru dimensiuni și a găsit adevăratul grup de automorfisme ale acestui continuum Acest grup a fost numit grupul Lorentz, în onoarea fizicianului olandez Lorentz (N A Lorentz), Ioan Precursorul teoriei relativității, care a deschis calea "Evangheliei lui Einstein" S-a dovedit că în acest grup nu există nici straturi invariante de evenimente simultane, nici fibre invariante de puncte de odihnă Conul de lumină - locul geometric al tuturor punctelor lumii, la care a ajuns semnalul luminos, trimis dintr-un anumit punct al lumii "aici - acum" O - împarte lumea în trecut și viitor: într-o astfel de parte a lumii care încă poate fi schimbat de influențele pe care le exercit din punctul O și către acea parte a acestuia pentru care acest lucru este imposibil Aceasta înseamnă că nicio acțiune nu se poate propaga cu o viteză mai mare decât viteza luminii și că lumea are o structură cauzală obiectivă descrisă de astfel de conuri de lumină care emană din fiecare punct al lumii O Nu acesta este locul pentru a scrie transformările Lorentz și explicați cum dintr-o teorie specială a relativității cu ideile sale despre o structură cauzală și inerțială invariabilă, apare relativitatea generală, în care aceste structuri devin variabile datorită interacțiunii lor cu materie *) Vreau doar să atrag atenția asupra faptului că teoria relativității se preocupă tocmai de simetria inerentă continuumului spațiu-timp cu patru dimensiuni Am descoperit că obiectivitatea înseamnă invarianță în grupul automorfism Este posibil ca realitatea să nu ofere întotdeauna un răspuns clar la întrebarea ce este de fapt un astfel de grup de automorfisme și, în scopurile unor studii, poate fi foarte utilă înlocuirea acestui grup cu un alt grup mai larg De exemplu, se poate întâmpla ca în geometria plană să fim interesați doar de acele relații care sunt invariante sub proiecție paralelă sau centrală - atunci apar geometriile afine și proiective Pentru a ține cont de posibile cazuri de acest fel, matematicianul formulează o problemă generală, care constă în găsirea invarianților săi pentru un grup dat de transformări (relații invariante, mărimi invariante etc ) și, rezolvând această problemă pentru mai importante cazuri speciale de grupuri, stabiliți dacă aceste grupuri sunt grupuri de automorfism pentru o anumită zonă a fenomenelor naturale Acesta este ceea ce Klein (Felix Kienun) a numit "geometrie" în sens abstract Geometria, a susținut Klein, este definită de un anumit grup de transformări și examinează fiecare obiect care este invariant sub transformările acestui grup dat Vorbind de simetrie, ele înseamnă un subgrup al întregului grup Subgrupurile finale merită o atenție specială O figură, adică orice set de puncte, are un anumit tip de simetrie, determinată de subgrupul y, dacă această figură intră în sine prin transformări din y Două dintre cele mai mari evoluții în fizica secolului XX sunt crearea teoriei relativității și a mecanicii cuantice Există vreo legătură între mecanica cuantică și simetrie? Sigur că da Simetria joacă un rol imens în formarea spectrelor atomice și moleculare, cheia înțelegerii care este dată de cuantică *) Mier prelegerea mea recentă " de ani de teoria relativităţii" la reuniunea de la Munchen a Societăţii Naturaliştilor Germani (Die Naturwissenschaften ( ), - ) !l fizică nouă O cantitate imensă de date empirice referitoare la liniile spectrale, lungimile de undă ale acestora și modelele care le determină au fost colectate chiar înainte ca fizica cuantică să obțină primul succes: acest succes a constat în derivarea teoretică a modelelor care caracterizează așa-numita serie Balmer în spectrul atomului de hidrogen și într-o indicație a modului în care constanta caracteristică inclusă în acesta este legată de sarcina și masa electronului și de celebra constantă Planck /r De atunci, interpretarea spectrelor a însoțit dezvoltarea fizicii cuantice și noi proprietăți - spinul electronului și ciudatul principiu de excludere a lui Pauli - au fost descoperite pe această cale Odată stabilite aceste fundamente, s-a constatat că simetria poate fi de mare ajutor în explicarea tiparelor generale ale spectrelor În prima aproximare, un atom poate fi considerat ca fiind format dintr-un nor de electroni format, de exemplu, din n electroni și situat în punctul O al unui nucleu imobil, în jurul căruia acești electroni se mișcă Spun "în prima aproximare" deoarece presupunerea că nucleul este staționar este doar aproximativ corectă; este chiar mai puțin justificată decât presupunerea imobilității Soarelui ca centru al sistemului nostru solar, deoarece masa Soarelui este de de ori mai mare decât masa unei planete, de exemplu, Pământul, și un proton, nucleul unui atom de hidrogen este de mai puțin de de ori mai greu decât un electron Dar chiar și în aceste condiții, descrierea noastră a atomului este o aproximare suficient de bună! Pentru a distinge n electroni unul de altul, le atribuim numerele , , , n aici simetria este dubla În primul rând, trebuie să existe invarianță în tranziția de la un sistem de coordonate carteziene la altul; simetria de acest fel provine din simetria rotațională a spațiului și este exprimată printr-un grup de rotații geometrice în jurul punctului O În al doilea rând, toți electronii sunt la fel; diferența dintre numerele lor , , , n nu este o diferență în esență, ci doar în nume: două ansambluri de electroni obținuți unul de la celălalt printr-o permutare arbitrară electronii nu se disting O permutare constă în schimbarea ordinii numerelor; în esență, este o mapare unu-la-unu a setului de numere ( , , u) pe sine sau, dacă doriți, o mapare a setului corespunzător de puncte Plt P , Pn pe sine Astfel, pentru cazul, de exemplu, n = , nu trebuie încălcate legile care guvernează mișcarea electronilor dacă în locul punctelor Plt P , P , Pt, P luăm punctele Ps, P&, P , Plt Pc ( permutarea -> , -> , -> , ->- , -> ) Astfel de permutări formează un grup de ordin n! = - - • n, iar al doilea fel de simetrie este exprimat folosind acest grup de permutări Mecanica cuantică descrie starea unui sistem fizic ca un vector în spațiul multor, de fapt, infinit de dimensiuni Două stări rezultate una din cealaltă fie printr-o posibilă rotație a unui sistem de electroni, fie printr-una dintre permutările lor, sunt interconectate printr-o transformare liniară corespunzătoare acestei rotații sau permutări În consecință, ceea ce este necesar aici este partea cea mai profundă și mai sistematică a teoriei grupurilor - teoria reprezentărilor grupurilor prin transformări liniare Sunt obligat să renunț la o expunere mai precisă a acestei întrebări dificile Dar și aici, simetria a servit din nou ca fir de ghidare pentru pătrunderea într-o zonă de mare diversitate și importanță Să lăsăm acum arta, biologia, cristalografia, fizica și să ne întoarcem în sfârșit la matematică; această tranziție este cu atât mai justificată cu cât conceptele de care avem nevoie, în special conceptul de grup, au fost dezvoltate pentru prima dată în cadrul aplicațiilor lor în matematică, în special în teoria ecuațiilor algebrice Un algebriist este o persoană care se ocupă de numere; acțiunile pe care are capacitatea de a le efectua asupra lor sunt doar de patru tipuri: +, -, x, : Numerele obținute prin aceste patru operații din numerele și sunt numere raționale Câmpul F al acestor numere este închis sub aceste patru tipuri de operații; aceasta înseamnă că suma, diferența și produsul a două numere raționale sunt numere raționale și același lucru este valabil și pentru câtul dacă divizorul este altul decât zero Prin urmare, algebristul nu ar avea niciun motiv să treacă dincolo de această zonă, dacă cerințele geometriei și fizicii nu i-ar obliga pe matematicieni să facă o treabă groaznică a rupt analiza continuității și nu i-a forțat să cufunde numerele raționale în continuum-ul tuturor numerelor reale Această nevoie a apărut pentru prima dată când grecii au descoperit incomensurabilitatea diagonalei și a laturii pătratului Eudoxus a formulat curând principii generale pe baza cărora este posibil să se construiască un sistem de numere reale potrivit pentru orice măsurători Apoi, în Renaștere, problema rezolvării ecuațiilor algebrice a condus la introducerea numerelor complexe a + b cu reală componente (a, b) Misterul care a învăluit inițial numerele complexe și unitatea imaginară i = v - inclusă în ele a fost complet distrus când s-a dat seama că aceste numere nu sunt altceva decât perechi (a, b) de numere reale obișnuite, pentru care adunarea și înmulțirea sunt definit astfel încât să fie păstrate toate legile obișnuite ale aritmeticii Într-adevăr, acest lucru se poate face în felul următor: fiecare număr real a este identificat cu un număr complex (a, ), iar pătratul i-i = іg al numărului i = ( , ) este luat egal cu - sau , mai precis, (- , ) Astfel, ecuația x + = , care nu este rezolvabilă pentru niciun număr real x, devine rezolvabilă La începutul secolului al XIX-lea, s-a demonstrat că introducerea numerelor complexe nu numai că face rezolvabilă acest lucru, ci și toate ecuațiile algebrice: ecuația f(x) = xn + a xn~ +a xn- + + а" х + au = ( ) are n soluții sau "rădăcini" (cum se spune) ■§!, ■fl'g, , astfel încât polinomul /(x) este descompus în n factori: /(x) = (x - (x - $ ) (x - "■n") Aici x este o variabilă sau necunoscută, iar ecuația trebuie considerată ca o afirmație că coeficienții corespunzători din cele două polinoame din stânga și dreapta semnului egal coincid unul cu celălalt Acele relații între două necunoscute x și y pe care le poate construi un algebriist cu ajutorul operațiilor sale de adunare și înmulțire pot fi întotdeauna reduse la forma /? (x, y) = , unde funcția /? (x, y) a două variabile x, y este un polinom, adică o sumă finită monomii ale formei аѵ^ѵ'Y' (Н> ѵ = , , , ) cu coeficienți raționali aJV Aceste relații sunt "relațiile obiective" care sunt disponibile algebriistului Prin urmare, având în vedere două numere complexe a, p, el va întreba dacă și care sunt polinoamele R(x, y) cu coeficienți raționali care dispar atunci când a este înlocuit cu necunoscutul x și p cu y În loc de două, se poate lua orice număr de numere complexe date , Фп Algebristul va ridica și problema automorfismelor acestei mulțimi de numere, adică a acelor permutări ale numerelor Φp , Φn care nu încalcă niciuna dintre relațiile algebrice Φn) = având loc între ei Aici R(xx, , xn) este orice polinom cu coeficienți raționali în n variabile xr, , xn, care dispare atunci când xlt ,xn este înlocuit cu valorile Ф , , Фn Astfel de automorfisme formează un grup numit grupul Galois, după matematicianul francez Evariste Galois ( - ) un sistem de concepte mult mai simplu este legat de seturile infinite de puncte din spațiu sau din spațiu-timp, cu care teoria obișnuită afacerilor relativităţii Vom rămâne în întregime în algebrei dacă presupunem că elementele Ф ; , Ф" mulţimile sunt definite ca n rădăcini ale ecuaţiei algebrice W = o (i) gradul n cu coeficienți raționali ay În acest caz, se vorbește despre grupul Galois al ecuației f(x) = Definiția acestui grup se poate dovedi a fi destul de dificilă, deoarece aceasta necesită luarea în considerare a tuturor polinoamelor R(xx, , xn) satisfăcând conditii cunoscute S-a dovedit însă că din structura acestui grup se pot extrage o mulțime de informații despre acele metode naturale care duc la rezolvarea ecuației Ideile lui Galois, care a rămas timp de câteva decenii o carte cu șapte sigilii, au început ulterior să exercite o influență din ce în ce mai profundă asupra dezvoltării întregii matematici; aceste idei sunt cuprinse în scrisoarea de adio Galois unui prieten, scris de el în ajunul morții sale, care l-a învins într-un duel stupid, pe când nu avea încă de ani În ceea ce privește noutatea și profunzimea ideilor exprimate în această scrisoare, este probabil cea mai remarcabilă creație dintre orice a fost scris vreodată de o mână umană Voi da două exemple din teoria Galois Primul exemplu datează din antichitate Raportul |/ dintre diagonala unui pătrat și latura sa este determinat de o ecuație pătratică cu coeficienți raționali x - = ( ) Cele două rădăcini ale sale sunt egale și O =- y =-Y , x - \u d (x - K ) (x + V ) După cum tocmai am spus, aceste rădăcini sunt iraționale Impresia profundă pe care această descoperire, atribuită școlii lui Pitagora, a făcut-o asupra gânditorilor antici este evidențiată de o serie de pasaje din dialogurile lui Platon Această descoperire a fost cea care i-a forțat pe greci să exprime doctrina generală a cantităților nu în limbajul algebric, ci în limbajul geometriei Fie R(xlf x ) un polinom în xy și x cu coeficienți raționali care dispar la xy = y și x = Se pune întrebarea dacă dispare și R(& ) Dacă putem arăta că răspunsul este da pentru fiecare R, atunci transpunerea variabilelor Oy ->■ , , Oy ( ) este un automorfism, la fel ca transformarea identităţii Dovada este după cum urmează Polinomul R(x, -x) dintr-o variabilă x dispare la x = Oz Când este împărțit la x - , R (x, - x) = (x - ) • Q (x) φ (ax - φ b), se obține restul ax - φ b, care este un polinom de gradul I cu coeficienții raționali a, b Înlocuiți Oy cu x; ecuația rezultată aOg - f b = - contrazice natura irațională a numărului y = = f L , cu excepția cazului a = , b = Prin urmare R(x, -x) = (x - )-Q(x), și, în consecință, /?( , OJ /?(O , -Oy) Astfel, faptul că grupul automorfism conține, în afară de transformarea identităţii, transpunerea variabilelor ( ), este echivalentă cu iraţionalitatea numărului ]/ Ca un alt exemplu, voi oferi o modalitate de a construi un -gon obișnuit folosind o busolă și o linie dreaptă; a găsit această clădire ca un tânăr de nouăsprezece ani Până atunci, a ezitat între filologia clasică și matematică; succesul în rezolvarea acestei probleme a contribuit la faptul că alegerea sa finală a căzut pe matematică Orice număr complex z = x + yi pe plan este reprezentat de un punct cu coordonate carteziene reale (x, y) Ecuația algebrică zp- = are p rădăcini care formează vârfurile unor p-gon regulat Unul dintre vârfuri este etog= Deoarece (zp - l) = (z - ) (zp~l -zp~ - +z ), celelalte vârfuri sunt rădăcinile ecuației zp~l + +? + = ( ) Dacă presupunem acum că p este un număr prim, atunci aceste vârfuri nu se pot distinge algebric unele de altele și grupul de automorfism pentru rădăcinile p - este un grup ciclic de ordinul p - Descriu situația pentru cazul p = În fig prezintă două discuri Cercul discului din stânga cu șaptesprezece diviziuni conține denumirile vârfurilor; cercul discului drept cu șaisprezece diviziuni înfățișează rădăcini ale ecuației ( ), dispuse în jurul cercului într-o ordine ciclică misterioasă; rotind acest al doilea disc, adică iterând rotațiile discului pe cercul -g, obținem automorfisme ca permutări ale acestor rădăcini Acest grup C are evident un subgrup Ca de indice ; acesta din urmă se obține prin împlinirea disc pe =, ъ-, - -, unghi complet Repetând acest pro-ooo procesul de salt prin puncte, obținem un lanț de subgrupuri aranjate succesiv (o înseamnă "conține") C ■=> C => C o C z> Cr care începe cu grupul complet C și se termină cu grupul Cp constând dintr-o transformare identică, lanț în care fiecare grup ulterioar este cuprins în cel precedent ca subgrup al indicelui Datorită acestei circumstanțe, rădăcinile ecuației ( ) ) poate fi determinată folosind un lanț de patru ecuații situate succesiv de gradul Ecuațiile de gradul - ecuații pătratice - se rezolvă (cum știau deja sumerienii) prin extragerea rădăcinilor pătrate Prin urmare, rezolvarea problemei noastre, pe lângă operațiile raționale de adunare, scădere, înmulțire și împărțire, necesită și extragerea secvențială a patru rădăcini pătrate Dar aceste patru operații și extragerea rădăcinii pătrate sunt doar acele operații algebrice care sunt fezabile din punct de vedere geometric cu ajutorul unui compas și al unei linii drepte Din acest motiv, triunghiul regulat, pentagonul și -gonul, pentru care p = , și, respectiv, , pot fi construite folosind o busolă și o linie dreaptă; pentru fiecare dintre aceste cazuri, grupul de automorfism este un grup ciclic al cărui ordin p - este o putere a doi: = - , = - , = + În mod curios, în timp ce simetria geometrică (explicită) a unui -gon este descrisă de un grup ciclic de ordinul șaptesprezece, simetria sa algebrică (ascunsă), care determină fezabilitatea construcției acestei figuri, este descrisă de un grup de ordinul șaisprezece Se poate spune cu deplină încredere că nu se pot construi nici un heptagon regulat, nici poligoane regulate cu și laturi Gauss a arătat că numai atunci când p este un număr prim astfel încât p - este o putere a doi, adică p - = ?!, se poate construi un p-gon obișnuit folosind un compas și o linie dreaptă Totuși, numărul p = " + nu poate fi prim decât dacă exponentul lui n este o putere a doi Într-adevăr, să presupunem că '' este o putere a doi, astfel încât n este divizibil cu acesta, astfel încât n = ѵm , unde m este un număr impar Fie V = a; atunci " + I = a'n + Dar, deoarece m este impar, numărul a"' este divizibil cu aj- : am + = (a + ) (am - am~ - -a - ), și, prin urmare, este un număr compus având un divizor a + , cu excepția cazului în care m = Rezultă că următorul număr de forma P + după , și , care se poate dovedi a fi prim, este numărul + \u d Deoarece este cu adevărat simplu, un -gon obișnuit poate fi construit folosind o busolă și o linie dreaptă Teoria Galois poate fi exprimată într-o formă ușor diferită, ceea ce voi face acum pentru ecuația ( ) Se consideră toate numerele de forma a = a + bK cu componente raționale a, b Le numim numerele câmpului {)/ } Deoarece Y este irațional, un număr din acest câmp este zero numai dacă a = , b = Q Rezultă că componentele raționale a, b sunt determinate în mod unic de numărul a, deoarece din faptul că aJ-bj/ = n -b / , urmează că (a - aj + ib - bj) = , a - d = , b - b = Q, sau a = a ( b = b în ipoteza că a, b și a , b sunt numere raționale Evident, că adunarea, scăderea și înmulțirea a două numere din acest câmp rezultă într-un număr din același câmp Operația de împărțire, de asemenea, nu ne duce în afara acestui câmp Într-adevăr, fie a = a + b J/ un număr diferit de zero din acest câmp cu componente raționale a, b și fie a' = a - b\^ numărul "adjunct" acestuia Deoarece nu este pătratul unui număr rațional, așa-numita normă a este numărul rațional aa' = a - b - este diferit de zero și, prin urmare, numărul -, reciproca lui a, este un element acelasi domeniu: a' a - b V a b t/tg "■"aa - a - b " - a ^^ a^ b ^ ' Astfel câmpul {J/ } este închis sub operațiile de adunare, scădere, înmulțire și împărțire, cu excepția, desigur, împărțirea la zero Putem pune acum problema automorfismelor unui astfel de câmp Un automorfism ar fi o astfel de mapare unu-la-unu a->a* a numerelor acestui câmp încât a + P și, respectiv, a-p merg la a* + P* și a*-P* pentru orice a și P din acest domeniu De aici rezultă imediat că un automorfism de acest fel ia fiecare număr rațional în sine și p într-un număr care satisface ecuația Φ - = , adică fie în p' , fie în -Y În consecință, există doar două automorfisme posibile, dintre care unul ia orice număr a din câmpul {p" } în sine, iar celălalt ia orice număr a = a + bV la numărul său conjugat a' - a - b]/~ Evident că această a doua operație este un automorfism și astfel se stabilește grupul tuturor automorfismelor pentru câmpul {Y } Aparent, câmpul este cea mai simplă structură algebrică la care vă puteți gândi Elementele sale sunt numerele Această structură se caracterizează prin operațiile de adunare și înmulțire Aceste operații satisfac anumite axiome, printre care se numără axiome care asigură unicitatea operației inversă adunării și numită scădere, și unicității operației inversă înmulțirii (presupunând că factorul este diferit de zero) și numită împărțire Spațiul este un alt exemplu de varietate dotată cu structură În acest caz, elementele sunt puncte, iar structura este stabilită printr-o relație de bază între puncte, cum ar fi punctele A, B și C se află pe o dreaptă, o pereche de puncte AB este congruentă cu o pereche de puncte CD, și așa mai departe Concluzia pe care o putem trage din toate raționamentele noastre - concluzia care a devenit principiul călăuzitor al matematicii moderne - este aceasta: ori de câte ori trebuie să aveți de-a face cu un obiect S dotat cu structură, încercați să determinați grupul automorfismelor sale, adică grupul ale cărui elemente sunt transformări care lasă neschimbate toate relațiile structurale Puteți conta pe faptul că în acest fel veți putea pătrunde adânc în structura internă a obiectului După aceea, puteți trece la studiul configurațiilor simetrice ale elementelor, adică a configurațiilor care sunt invariante sub unele subgrup al grupului tuturor automorfismelor; în acest caz, se poate dovedi că înainte de a căuta astfel de configurații, este recomandabil să se studieze subgrupurile în sine, de exemplu, subgrupul de automorfisme care lasă fix un element sau lasă fix două elemente diferite; sau explorați ce subgrupuri discrete sau finite există și așa mai departe Când studiem grupurile de transformare, este util să ne concentrăm pe structura pură a unui astfel de grup Acest lucru se realizează prin introducerea denumirilor arbitrare pentru elementele grupului și folosind aceste denumiri pentru oricare două elemente s, t ale grupului, rezultatul și -st ale compoziției lor sunt exprimate Dacă grupul este finit, atunci compoziția elementelor poate fi reprezentată ca un tabel Schema de grup rezultată, sau grupul abstract, este în sine un obiect cu structură; această structură este exprimată printr-o lege de compoziție sau un tabel pentru elementele sale, st = u Aici circuitul se închide și, aparent, acest lucru ar trebui să fie considerat un semnal destul de clar că este necesar să se oprească Într-adevăr, în ceea ce privește un anumit grup abstract, se poate pune întrebarea: care este grupul automorfismelor sale, care sunt mapările unu-la-unu s -> -$' ale acestui grup în sine, care duc st la s 't' dacă elementele arbitrare s, t trec, respectiv, în s', /'? Simetria este un subiect larg de mare importanță pentru artă și natură La originile simetriei se află matematica; pentru a arăta cum funcționează gândirea matematică, cu greu este posibil să găsești ceva mai bun decât simetria Sper că eforturile mele de a arăta numeroasele varietăți de simetrie și încercările mele de a vă conduce pe calea care duce de la reprezentări vizuale la idei abstracte nu au fost complet nereușite APLICAȚII anexa a DEFINIȚIA TUTUROR GRUPURILOR FINITE DE ROTAȚII PROPRII ÎN SPAȚIU TRIDIMENSIONAL (cf p ) O simplă dovadă a caracterului complet al listei ( ) prezentată în a doua prelegere se bazează pe faptul, stabilit pentru prima dată de Leonard Euler în secolul al XVIII-lea, că orice rotație proprie în spațiul tridimensional, cu excepția cazului în care este transformarea identică I , este rotația în jurul unei axe, adică părăsește nu numai punctul O, care este originea coordonatelor, ci și toate punctele unei drepte care trece prin O, axa În loc de spațiu tridimensional, este suficient să luați în considerare o sferă bidimensională S cu raza unitară, descrisă în jurul punctului Oh, deoarece fiecare rotație îl ia pe S la sine și este astfel o mapare unu-la-unu a lui S la sine Orice rotație adecvată, alta decât identitatea, lasă două puncte fixe diametral opuse pe S la care axa I intersectează sfera Să fie dat un grup finit Γ de rotații proprii de ordin N Luăm în considerare punctele fixe ale N- transformări din grupul Γ care sunt diferite de transformarea de identitate I Numim astfel de puncte poli Fiecare pol p are o anumită multiplicitate ѵ (= , sau , sau , sau ): operațiile S ale grupului nostru, care lasă polul p invariant, constau în iterații de rotație de '' în jurul axei corespunzătoare printr-un unghi -; prin urmare, există exact ѵ astfel de transformări ale lui S G Weil Ele formează un subgrup ciclic Γ de ordinul v Una dintre aceste operații este transformarea identității; prin urmare, numărul de operații altele decât / care lasă fix polul p este ѵ - Pentru orice punct p al sferei putem considera o mulțime finită C a acelor puncte q la care punctul p este mapat prin transformări de grup; le vom numi puncte echivalente cu p Deoarece Γ este un grup, echivalența este o relație de tipul egalității, adică punctul p este echivalent cu el însuși; dacă q este echivalent cu p, atunci p este echivalent cu q și, în final, dacă ambele qt și q sunt echivalente cu p, atunci qt și q sunt echivalente Numim un astfel de set de puncte o clasă de puncte echivalente; orice punct p al unei astfel de clase poate servi drept reprezentant al acesteia, deoarece împreună cu punctul p această clasă conține toate punctele echivalente cu ea și numai aceste puncte În timp ce punctele sferei nu se pot distinge unele de altele în ceea ce privește grupul tuturor rotațiilor proprii, punctele aparținând aceleiași clase rămân nedistinse chiar și după ce acest grup este limitat la subgrupul său finit Γ În câte puncte constă clasa Cp de puncte echivalentă cu punctul p? Răspunsul firesc: din N puncte este corect dacă transformarea identică I este singura transformare a grupului sub care punctul p rămâne fix, deoarece în acest caz oricare două transformări diferite Sj, S din Γ duc punctul p la două diferite punctele qt == pSlt q = pS , deoarece din coincidența acestor puncte ql = q ar rezulta că transformarea SjSj transpune punctul pp în sine și aceasta ar presupune că = /, adică - = S Dar să presupunem acum că punctul p este un pol al multiplicității v, astfel că v transformările grupului iau punctul p în sine Apoi afirm că numărul de puncte q din care constă clasa Cp este egal cu N/v Dovada Deoarece punctele aparținând aceleiași clase nu se pot distinge chiar și atunci când sunt limitate la transformări dintr-un grup dat Γ, fiecare dintre ele trebuie să aibă aceeași multiplicitate ѵ În primul rând, vom demonstra acest lucru în mod explicit Dacă o transformare L din Γ duce p la q și S duce p la p, atunci IS^SL duce ѵ diverse transformări care lasă fix punctul q Mai mult, ѵ transformări diferite srb, , SL duc p la q În schimb, dacă U este o transformare din Γ care ia p la q, atunci UL~l ia p la p și este astfel una dintre transformările care fixează p; prin urmare U = SL, unde este una dintre ѵ transformări X, , V Acum să fie ѵ, v două numere întregi pozitive = - și poate fi doar dacă Dar suma N P , -~ v fiecare dintre ele este egal cu : vi = v = ?/, n = n =\ Prin urmare, fiecare dintre cele două clase de poli echivalenți constă dintr-un pol de multiplicitate N Am obținut un grup ciclic de rotații în jurul unei axe (verticale) de ordinul N Cazul III Aici avem + +±= +Â Să aranjam multiplicitățile lui ѵ în ordine crescătoare: ѵ ѵ ѵz- Toate cele trei numere ѵр ѵ , ѵ nu pot fi mai mari de , deoarece în acest caz suma y + y + y = I s-ar obține pe partea stângă, ceea ce contrazice partea dreaptă a egalității Prin urmare, v = , + = +A v Г vz ' /V ' Ambele numere v , v nu pot fi , deoarece în acest caz suma ^y s-ar obține pe partea stângă, prin urmare, v = sau Prima alternativă Illf v = v = , N = v A doua alternativă : = , v = , J = L > A v:l " A' ■ În cazul lui Ij, setăm v = n Am obținut două clase de poli de multiplicitate , fiecare dintre ele constând din n poli, și o clasă formată din doi poli de multiplicitate n Este ușor de observat că grupul diedric D'n și numai el îndeplinește aceste cerințe Pentru a doua alternativă avem următoarele trei posibilități, ținând cont de faptul că v еv = : ѵ = , N = ; ѵ = , W = ; v = ,N - , pe care îl vom nota, respectiv, prin T, W și P Cazul T Există două clase, fiecare constând din patru poli În mod evident, polii unei clase trebuie să fie vârfurile unui tetraedru regulat, în timp ce polii altei clase sunt diametral opuși acestora Obținem astfel grupul de tetraedri Cei șase poli echivalenti sunt proiecțiile punctelor mijlocii ale celor șase muchii ale sale de la centrul O pe sferă Cazul W O clasă este formată din șase poli, care sunt vârfuri ale unui octaedru regulat; deci este grupul octaedrului O clasă este formată din opt poli (corespunzător centrelor fețelor sale); o clasă este formată din doisprezece poli (corespunzând punctelor medii ale marginilor sale) Cazul R O clasă constând din poli care sunt vârfuri ale unui icosaedru regulat; de poli corespund centrelor a de fețe; Cei de poli corespund punctelor medii ale celor de muchii ale acestui poliedru Anexa B ACTIVAREA ROTIȚILOR OGLIGLILOR (cf p ) Dacă un grup finit Γ* de rotații în spațiul tridimensional conține rotații în oglindă, atunci fie A una dintre astfel de rotații, iar Slt , Sn fie rotații proprii ale grupului Γ* Acestea din urmă formează un anumit subgrup Γ; G* conține un rând de rotații adecvate și un alt rând de rotații de oglindă: Si, , S", ( ) DZr L p ( ) Grupul Γ* nu conține alte transformări, deoarece dacă T este o rotație în oglindă din grupul Γ*, atunci A T este o rotație proprie și, prin urmare, coincide cu una dintre rotațiile primului rând, de exemplu, cu rotația S, - și deci T- =AS; În consecință, ordinea grupului Γ* este egal cu n; jumătate din elementele acestui grup sunt rotații proprii, care formează grupul Γ, iar cealaltă jumătate sunt rotații în oglindă Vom distinge două cazuri în funcție de faptul că grupul Γ* conține sau nu rotația oglinzii Z În primul caz, A este ales ca transformare Z și obținem astfel că Γ* = Γ În al doilea caz, a doua linie poate fi scrisă ca Zl\, , ZTn, ( ') unde T; sunt rotații proprii Dar în acest caz toate Tt diferă de toate S,- Într-adevăr, dacă atunci grupul Γ* împreună cu ZTi=ZSk și Sk ar conține și elementul (ZSk) S^=Z, ceea ce contrazice presupunerea noastră În acest caz, rotația Sv , Sn, \, ,Tn formează un grup Γ' de rotații proprii de ordinul n, în care Γ este conținut ca subgrup al indicelui Într-adevăr, afirmația că două rânduri ( ) formează un grup, așa cum este ușor de verificat, este echivalentă cu faptul că rândurile ( ) și ( ' ) formează un anumit grup (și anume, grupul Γ*) Astfel, grupul Γ* coincide cu ceea ce am notat în textul principal prin Γ; am demonstrat astfel că ambele metode menționate aici sunt singurele metode prin care se pot construi grupuri finite care conțin rotații în oglindă NOTE ( ) Termenul lui Weyl "simetrie bilaterală" este tradus prin termenul general acceptat în literatura de matematică rusă "simetrie oglindă", literal - "simetrie bilaterală" ( ) Weil numește simetria strictă a oglinzii heraldică, adică armorial, deoarece stemele lorzilor feudali din Europa de Vest aveau adesea o astfel de simetrie ( ) Termenul Ausgewogenheit este dat în textul englez al cărții în germană ( ) Ferdinand Godler ( - ) a fost un pictor elvețian remarcabil, renumit în special pentru peisajele sale Silvaplana este un lac din Elveția, lângă granița cu Italia ( ) Aceasta se referă la lucrarea lui Hermann Helmholtz ( - ) "Despre faptele care stau la baza fundamentelor geometriei" (Uber die Tatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen), traducere rusă de A V Vasiliev, vezi Sat "Pe bazele geometriei", Gostekhizdat, , - În traducerea lui Vasiliev, cuvântul "congruent" (kongruent, din latinescul congruens - "combinând") este tradus prin cuvântul "compatibil" ( ) Cuvintele lui Leibniz sunt date după traducerea lui V I Svidersky și G Kroeber (Controversy between G Leibniz and S Clark on the Philosophy of Natural Science ( - ), Editura Universității de Stat din Leningrad, , ) Înainte de aceste cuvinte, scrisoarea lui Leibniz spune: "Spațiul este ceva complet omogen și, în afară de lucrurile din el, unul dintre punctele sale nu este absolut diferit de niciun alt punct" ( ) Traducerea în limba rusă a "Criticii rațiunii pure" a lui Kant este vol din Operele sale ("Gândirea", ); traducerea în limba rusă a "Pro-legomen" a fost publicată în vol , partea din Operele lui Kant În Prolego Man § , Kant scrie: "Ce poate fi mai asemănător cu mâna sau urechea mea, și în toate privințele mai egal cu ei, decât imaginile lor într-o oglindă? Și totuși nu pot pune o astfel de mână, așa cum se vede în oglindă, în locul prototipului ei În ciuda egalității lor, mâna stângă și cea dreaptă nu pot fi închise între aceleași granițe (nu pot fi congruente); mănușile de la o mână nu sunt potrivite pentru cealaltă Care este solutia? Aceste obiecte nu sunt reprezentări ale lucrurilor așa cum sunt ele în sine și așa cum le-ar cunoaște înțelegerea pură, ci intuiții senzuale, adică fenomene, a căror posibilitate se bazează pe relația anumitor lucruri necunoscute în sine cu altceva, și anume cu sensibilitatea noastră Prin urmare, nu putem explica diferența dintre lucruri similare și egale, dar cu toate acestea incongruente (de exemplu, cochilii de melc cu circumvoluții opuse în direcție) prin orice concept unic, această diferență poate fi explicată doar folosind relația "mâna dreaptă și stângă , care se referă direct la contemplare" (pp - ) ( ) Înaintea acestor cuvinte din Evanghelia după Matei (cap ) se spune: "Și toate neamurile se vor aduna înaintea Lui; și despărțiți unul de altul, precum un păstor desparte oile de capre " ( ) Heinrich Wölfflin ( - ) a fost un renumit istoric de artă german ( ) Analogul negativ al protonului, "antiprotonul", a fost descoperit experimental de către fizicienii americani O Chamberlain, E Segre, K Wiegand și T Ypsilantis în , vezi Chamberlain, Segre, Wiegand, Ypsilantis, Observation of Antiprotons , UFN , numărul ( ), - În prezent, s-au găsit "antiparticule" pentru aproape toate particulele elementare ( ) "Sărbătoarea" lui Platon povestește despre conversația învățată a filosofului Socrate, Aristofan și alții despre esența iubirii la sărbătoarea lui Agaton Din numele grecesc al acestei lucrări, Symposium, este derivat termenul "simpozion" Cuvintele lui Zeus sunt date după traducerea lui V P Karpov (Platon, Opere, vol , Sankt Petersburg, , ) Weil nu prezintă legenda cu exactitate: după cuvintele citate ale lui Zeus, Platon spune: "Spunând acestea, el a tăiat oamenii în două, așa cum sunt tăiate boabele de rowan atunci când vor să le săre, sau cum se despica ouăle cu părul Iar când tăia pe cineva, i-a ordonat imediat lui Apollo să-și întoarcă fața și jumătatea gâtului înapoi - în lateralul tăieturii, pentru ca, uitându-se la tăietura, persoana să fie mai modestă - și apoi să vindece totul Apollo și-a întors fața și, trăgând pielea din toate părțile în acel loc care acum se numește burtă, exact când se strânge o poșetă, a făcut o gaură în mijlocul burticii, care acum se numește buric De îndată ce firea lor a fost tăiată în două, fiecare jumătate, pofta după cealaltă jumătate, s-a adunat cu ea; și-au îmbrățișat mâinile, s-au împletit și, crescând împreună în trupurile lor, au murit de foame și, în general, de inacțiune; pentru că nu voiau să facă nimic unul fără altul Apoi, făcându-i milă de ei, Zeus a venit cu un alt mijloc - le-a mutat membrii reproducători înainte, pentru că înainte de a fi în urmă, astfel încât oamenii au conceput și comunicat sămânța nu unii altora, ci pământului ca lăcustele" (pp - ) ( ) Celebrul microbiolog francez Louis Pasteur ( - ) și-a început cariera științifică ca chimist; în acest domeniu a reuşit să facă câteva descoperiri foarte semnificative ( ) Weil se referă la legenda biblică despre cum fiul lui Noe, Ham, a râs de goliciunea tatălui său, care zăcea gol după ce s-a îmbătat după ce a băut vin, pentru care Noe l-a blestemat mai târziu pe Ham însuși și pe urmașii lui ( ) Noto sapiens - "persoană rezonabilă" - denumirea latină a speciei "om" acceptată în biologie ( ) Situs (viscerum) inversus (lat ) - aranjament invers (în interior) - o anomalie în dezvoltarea corpului uman, constând într-o imagine în oglindă a tuturor sau a unei părți a organelor sale interne din planul de simetrie al corpului ( ) Pascual Jordan (născut în ) este un fizician german remarcabil al secolului al XX-lea (din păcate, unul dintre puținii oameni de știință germani proeminenți care au acceptat doctrina lui Hitler) ( ) Filogenie (din cuvintele grecești phiht] - trib și ys'vog - gen) - procesul de dezvoltare a tuturor formelor organice sau a speciilor individuale; ontogenie (din cuvintele grecești oѵta - existent și yivog) - procesul de dezvoltare a unui individ de la naștere până la moarte ( ) Un grup, conceptul de bază al algebrei moderne, poate fi definit ca o mulțime de elemente a, b, c, în care se definește o operație care asociază oricare două elemente ale grupului a, b cu un element c = a°b, și: ) operația a°b este asociativă, adică (aob)oc = ao(&oc), ) există un "element neutru" e astfel încât pentru fiecare element a e-a = a, ) pentru fiecare element a acolo este un element suplimentar de atac astfel încât a° a - e În cazul transformărilor geometrice, operația de grup este executarea secvențială a transformărilor, rolul lui e este jucat de transformarea identitară /, rolul lui ă este jucat de transformarea inversă S- ; transformările succesive sunt întotdeauna asociative Vezi P S Aleksandrov, Introduction to group theory, Uchpedgiz, ; despre rolul grupurilor de transformare în geometrie, vezi, de exemplu, I M Yaglom, Transformări geometrice, I-II, Gostekhizdat, - , introduceri în părțile - ale cărții; I M Yaglom și L S Atanasyan, Transformări geometrice, Enciclopedia matematicii elementare, voi IV, Fizmatgiz, , -PO ( ) Weil se referă la scena primei vizite a lui Mefistofel la Faust în Faust de Johann Wolfgang Goethe Când Faust îi spune lui Mefistofel: "Du-te Ai o fereastră, o ușă și un coș de fum la dispoziție", răspunde el: "Sunt în oarecare dificultate Figura de deasupra tocului ușii nu-mi permite să ies pe hol - "Ți-e frică de pentagramă?" îl întreabă Faust (Goethe, "Faust", traducere de B Pas-steria, Goslitizdat, , - ) Pentagramă (din cuvintele grecești lgѵte - "cinci", urazzѵ] - "linie") - o stea cu cinci colțuri care a servit drept simbol al sănătății chiar și în rândul vechilor pitagoreici; în prezent, steaua roșie cu cinci colțuri este simbolul Armatei Sovietice ( ) K Oemachi sunt o familie de arhitecți, sculptori și mozaiști romani din secolul al XIII-lea ( ) Traducerea în limba rusă a acestei cărți: E Haeckel, Frumusețea formelor în natură, traducere de V M Dogel, Sankt Petersburg, "Prosveshchenie", Desenele date de Weil sunt pe tabelele și ( ) Weil se referă la "Enigmele lumii" (Die Weltrătsel) a lui Haeckel (vezi traducerea rusă G Zaimovsky, M , ) V I Lenin a scris în "Materialism și empirio-criticism": "Furtuna care a fost provocată în toate țările civilizate de "Enigmele lumii" lui E Haeckel a dezvăluit remarcabil de viu partizanatul filosofiei în societatea modernă, pe de o parte, și realitatea socială semnificația luptei materialismului cu idealismul și agnosticismul, pe de altă parte" (Works, vol , p ) Haeckel însuși s-a numit nu un materialist, ci un monist, adică un susținător al unui singur principiu al lumii, în contrast cu dualiștii, care credeau că există două principii în lume - material și spiritual V I Lenin a criticat inconsecvența și "naivitatea filozofică" a lui Haeckel, dar a apreciat foarte mult materialismul natural-istoric al lui Haeckel, "exprimând necondiționat cele mai puternice, deși neformate, opinii, dispoziții și tendințe ale majorității covârșitoare a oamenilor de știință a naturii de la sfârșitul secolului al XIX-lea și începutul secolului XX secole" (p ) ( ) Unul dintre cele mai impresionante exemple de simetrie din lumea organică este oferit de stelele de mare (vezi, de exemplu, Fig ), care au o simetrie de rotație de ordinul al cincilea ( ) Quincuncial este un adjectiv din cuvântul quincunx, o abreviere a expresiei latine quinqueunciae - "cinci uncii" Quincunx însemna fracția / (uncie - '/іг fund) și un aranjament de cinci ca un cinci pe un zar ( ) Thomas Browne ( - ) - celebru medic și scriitor englez din secolul al XVII-lea; Grădina lui Cyrus este tratatul său mistic ( ) Cuvintele lui Thomas Mann din Muntele Magic sunt date după traducerea lui V Kurell și V Stankevich (T Mann, Collected Works, vol IV, Goslitizdat, , - ) ( ) De exemplu, Teatrul Armatei Sovietice din Moscova are și o formă pentagonală ( ) Medusa Gorgon - un monstru legendar cu păr sub formă de șerpi; Privirea Medusei l-a transformat în piatră pe cel care a privit-o Conform legendei antice grecești, Medusa Gorgon a fost ucisă de Perseu, care, în timp ce se lupta cu Medusa, nu s-a uitat la ea, ci la reflectarea ei în scutul său ( ) Cunoscuta revistă de matematică "Rapoartele cercului matematic din Palermo" publicată în Sicilia ( ) Spirala logaritmică în coordonate polare este exprimată prin ecuația r = a'; denumirea sa se explică prin faptul că unghiul polar pB, mC - > iar definiția egalității relațiilor constă în inexistența unui număr rațional C între numerele - și - În D ( ) O carte este dedicată vieții lui Galois: L Infel'd, Evariste Galois (favoritul zeilor), Young Guard, Referitor la teoria lui Galois, vezi, de exemplu, M M Postnikov, Galois Theory, Fizmatgiz, ( ) Vezi și Anexa H la carte: Zh-Adamar, Elementary Geometry, partea I, Uchpedgiz, ( ) Vezi, de exemplu, pp - din cartea lui J Hadamard menționată în nota sau cartea: D I Perepelkin, Course of elementary geometry, part , Gostekhizdat, , - G WEIL ŞI PROBLEME METODOLOGICE ALE ŞTIINŢEI B V Biryukov În articolul introductiv la această carte, este prezentată o schiță a căii științifice a lui H Weyl în matematică și aplicațiile sale și se arată că tema simetriei, așa cum spunea, a rezumat isprava științifică a lui Weyl Cu toate acestea, lasă deoparte aspectele filozofice, metodologice ale lucrărilor autorului "Simetriei", cărora le este dedicat acest articol Când vine vorba de caracterizarea concepțiilor filosofice ale unor proeminenți oameni de știință străini ai timpului nostru care aderă sau le omagiază atitudinile idealiste în problemele metodologice ale științei, îmi vin în minte cuvintele lui V I Lenin din Caietele sale filozofice despre rădăcinile epistemologice ale idealismului Aceste cuvinte sunt bine cunoscute și nu le vom cita Dar - din moment ce vorbim despre o astfel de știință precum matematica, căreia G Weyl și-a dedicat viața - să cităm cuvintele lui B Russell, dezvăluind în mod expres sensul acestor "rădăcini" aplicate cunoștințelor matematice În cartea "Istoria filosofiei occidentale", la capitolul Pyth Agora, scrie B Russell; "Cred că matematica este principala sursă de credință în adevărul etern și exact, precum și în lumea inteligibilă suprasensibilă Geometria se ocupă de cercuri exacte, dar niciun obiect sensibil nu este exact rotund; și oricât de atent ne aplicăm busolele, cercurile vor fi întotdeauna într-o oarecare măsură imperfecte, neregulate Acest lucru sugerează că toată gândirea exactă are de-a face cu un ideal opus obiectelor sensibile Este firesc să facem un pas mai departe și să argumentăm că gândul este mai nobil decât sentimentul și că obiectele gândirii sunt mai reale decât obiectele percepției senzoriale Matematica pură se hrănește și cu doctrinele mistice ale relației dintre timp și eternitate, deoarece obiectele matematice precum numerele (dacă sunt reale) sunt eterne și atemporale Și astfel de obiecte eterne pot fi interpretate la rândul lor ca gânduri ale unui zeu De aici doctrina platoniciană conform căreia Dumnezeu este un geometru, precum și ideea lui Sir James Jeans că Dumnezeu se complacă în activități aritmetice" ([ ], p ) Desigur, viziunea matematicii ca atare știință, care în sine "toarnă apă la moara" idealismului și religiei, este de nesuportat Matematica, ca orice altă știință, nu poate decât să "toarne apă" pe o astfel de "moara" care funcționează pe principiul recunoașterii obiectivității obiectului său, realitatea reală, materială a acelui din care sunt abstrase conceptele matematice și la care sunt aplicate in aplicatii ale matematicii Dar, în același timp, în cuvintele citate mai sus, se sprijină destul de bine și esența acelor izvoare epistemologice, pe care, în final, orice interpretare idealistă - și chiar mistică - a cunoștințelor matematice și a subiectului ei Aceasta este natura "idealizată", abstractă a acelor obiecte cu care se ocupă matematica, obiecte - de obicei sunt numite "obiecte abstracte" - care sunt rezultatul unor procese complexe de abstracție (abstracție) și idealizare (simplificare, "grosterie") în mai multe etape ", "constructivizare") Vorbind în termeni cei mai generali, tocmai această trăsătură a matematicii este cea care duce de obicei la acele dificultăți în "fundamentarea" ei - adică în înțelegerea naturii conceptelor și principiilor sale inițiale și a construirii teoriilor care rafinează aceste concepte și principii - cu pe care matematicienii și filozofii le-au întâlnit încă din antichitate și care au servit adesea drept cauză directă pentru anumite concluzii filozofice insuportabile despre natura cunoștințelor matematice H Weil s-a gândit și a scris multe despre natura matematicii, despre locul ei în sistemul cunoașterii și activității umane Motivele prezentate în cuvintele citate de Russell au lăsat o amprentă clară asupra atitudinilor sale filozofice în matematică Împreună cu L E Ya Brouwer și A Rating, Hermann Weyl a fost cel mai mare reprezentant al tendinței care a ajuns să fie numită "intuiționism" Intuiţionismul ca tendinţă în studiul "fundamentelor matematicii" - conceptele şi principiile sale fundamentale, inclusiv cele logice - a fost fondată de Brouwer la începutul acestui secol ) H Weyl în lucrarea sa "On a New Crisis in the Foundations of Mathematics" ( ) ) scrie că în , independent de Brouwer, în eseul său "Continuum" a conturat ideea pe care o concepea de multă vreme a unei noi fundații pentru analiză matematică Acum, spune el, abandonez încercarea mea anterioară și mă alătur lui Brouwer ([ ], p ) A oferi o caracterizare completă și clară a intuiționismului nu este o sarcină ușoară; nu este simplu - pentru că multe dintre conceptele de bază cu care susținătorii intuiționismului operează intuiționiștii sunt prezentate oamenilor de știință care nu împărtășesc "platforma" intuiționismului ) Nu vorbim aici despre predecesorii intuiționismului (L Kronecker, A Poincaré) sau despre concepte legate de intuiționism, de exemplu, semnificația lui G Mannouri (toate acestea sunt discutate în detaliu, de exemplu, în [ ]) După cum au remarcat A A Frenkel și I Bar-Hillel (vezi [ ], pp - , ), Brouwer a folosit termenul "non-intuiționism" pentru a-și desemna poziția În acest articol, pentru a desemna abordarea matematică a lui Brouwer (și a lui Weil), este folosit termenul "intuiționism", așa cum este obișnuit în literatura noastră (și în străinătate, vezi, de exemplu, [ ]) ) Publicat în limba rusă în în colecția de lucrări a lui G Weil [ ] nism, nu suficient de clar; în orice caz, o astfel de caracterizare depășește domeniul de aplicare al acestui articol Limitându-se la contururile cele mai generale, intuiționismul poate fi descris ca o direcție care refuză să folosească ideea de infinit real în matematică, respinge logica ca știință care precede matematica și consideră claritatea intuitivă și persuasivitatea ("intuiția") ca fiind ultimul fundament al matematicii și logicii (cf articolul [ ]) Intuiționismul a luat contur în cursul încercărilor matematicii de la sfârșitul secolului al XIX-lea și începutul secolului al XX-lea de a depăși dificultățile profunde, descoperite în antichitate, pentru știință asociate conceptului de infinit Se știe că dintre abstracțiile folosite în matematică în formarea conceptelor despre obiectele sale, abstracțiile legate de infinitul (matematic) joacă un rol deosebit de important (de exemplu, sunt prezente în analiza ideii de continuitate, care este atât de esențial pentru matematică, în contrast cu ideile despre discret) Văzând în matematică, în primul rând, "știința infinitului" (cf cuvintele corespunzătoare ale lui Weyl în multe dintre lucrările sale; vezi, de exemplu, [ ] și [ ]) și pornind de la ideea de diferența fundamentală dintre infinit și finit, intuiționiștii au respins teoria mulțimilor Г Cantor, în care ideea de infinit real (de fapt o mulțime infinită - o mulțime "dată" de toate elementele sale simultan) - una dintre cele de bază ideile de matematică și logică clasice - a primit cea mai completă expresie Formarea intuiționismului a avut loc într-o situație particulară cauzată de descoperirea paradoxurilor (antinomiilor) teoriei mulțimilor') și a primit (în special, în lucrările lui Weyl (vezi [ ])) denumirea de "criză a fundamentelor matematică" Critica intuiționistă a matematicii clasice (și a logicii clasice, care se întoarce la principiile lui Aristotel) a pornit de la inadmisibilitatea tratării practicate de "clasicii" obiectelor matematicii, pentru care ideea de infinit este esențială , cu ajutorul mijloacelor elaborate pe mulțimi finite Această critică a adâncit semnificativ formularea și studiul problemelor de fundamentare a matematicii și logicii; Intuiționștilor, știința le datorează mult creșterii cercetării asupra fundamentelor cunoștințelor matematice, care este caracteristică secolului nostru Pentru a oferi cititorului o idee despre platforma intuiționismului, să cităm pasajul din cartea lui S K Klin și [ ], în care citează lucrarea [ ] a studentului lui Brouwer, cel mai proeminent reprezentant modern al intuiționismului , A Evaluare: "Potrivit lui Brouwer, matematica este identică cu partea fundamentală a gândirii noastre Nicio știință, în special, nici filosofia, nici logica, nu poate servi ca o condiție prealabilă pentru matematică Ar fi un cerc vicios să folosim ca mijloc de demonstrare orice principiu filozofic sau logic, deoarece conceptele matematice sunt deja presupuse în formularea unor astfel de principii Pentru matematică, nu rămâne "o altă sursă decât intuiția, care ne pune în fața ochilor conceptele și concluziile matematice cu o claritate imediată" Această intuiție este *) Pentru informații detaliate despre paradoxurile teoriei și logicii mulțimilor, vezi [ ] și [ ] nimic mai mult decât capacitatea de a lua în considerare separat diferitele concepte și concluzii care apar în mod regulat în gândirea obișnuită Analizând ideea unei serii naturale de numere, stabilește în continuare Evaluarea lui Kleene, vedem că aceasta se poate baza pe posibilitatea, în primul rând, de a considera orice obiect sau experiență ca fiind dat nouă independent de restul lumii ( capacitatea de abstractizare - B B ) , în al doilea rând, de a distinge o astfel de considerație de alta (abilitatea de a distinge obiectele de considerație - B B ) și, în al treilea rând, de a imagina o repetare nelimitată a celui de-al doilea proces (abstracția unui proces potențial infinit - B B ) "În matematica intuiționistă", citează Rating Kleene, "concluziile nu sunt trase conform unor reguli fixe care pot fi combinate în logică, dar fiecare concluzie separat este confirmată direct de dovezile sale" ([ ], p ) S-au spus multe despre intuiționism în literatura noastră logică și filozofică Cu toate acestea, uneori nu s-a precizat suficient la ce se referă "platforma" intuiționismului: la matematică însăși (și la fundamentele ei), sau la întrebările filozofice ale acestei științe (cum se spune adesea, la "filozofia matematicii" ), sau la ambele împreună În legătură cu sarcina de a evalua aspectul metodologic al lucrării lui Weil, această întrebare are o importanță fundamentală, întrucât există tendința de a vedea în intuiționism exclusiv - sau aproape exclusiv - o direcție în filosofia matematicii Această tendință se datorează unor motive destul de specifice Cert este că la momentul înființării sale - data "oficială" a nașterii intuiționismului poate fi considerată , când a apărut disertația lui Brouwer [ ], care conține o prezentare a conceptului său, și primele decenii de dezvoltare, când intuiționiștii au trebuit să-și câștige locul "sub soarele matematic" în dispute ascuțite cu reprezentanții altor direcții în fundamentele matematicii, iar când dezvoltarea matematicii intuiționiste nu a fost suficient de avansată, intuiționismul a fost prezentat în primul rând ca o direcție filozofică Această înțelegere a intuiționismului a fost întărită de faptul că intuiționiștii înșiși, și în special H Weil, și-au însoțit noile concepte în matematică cu considerații care au depășit limitele acestei științe și au făcut apel la conceptele teoriei cunoașterii, care era de obicei servite de diverse versiuni ale idealismului Dezvoltarea științei a arătat însă că de la bun început au existat două laturi ale intuiționismului: latura metodologică generală, legată de atitudinile filozofice ale fondatorilor intuiționismului, în primul rând Brouwer și Weyl, și latura special științifică, nu neapărat legat de concepțiile filosofice ale intuiționistilor individuali, latura având un conținut matematic independent V F Asmus, care a studiat în mod specific problema intuiției în filozofie, subliniază cu accent că "intuiționismul" matematic nu este deloc o direcție filosofică și cu atât mai puțin un fel de intuiționism filosofic, caracteristic, de exemplu, "fenomenologiei" lui E Husserl "Are un conținut matematic specific, independent de filozofie și în niciun caz supus tutelei sale" ([ ], pp - ) Acest conţinut al intuiţionismului este cel conducător în el, el constituie latura sa principală; aspectul filozofic al muncii intuiționiştilor, care a fost vizibil în prima etapă de dezvoltare această direcție, sub presiunea unor probleme științifice reale, a dispărut acum în plan secund Conținutul matematic al intuiționismului este clar vizibil dacă se familiarizează, de exemplu, cu expunerea ideilor intuiționismului în cartea sus-menționată a lui S K Klin și [ ] sau în monografia lui A A Frenkel și I Bar-Hillel (^] ) Acesta nu este locul pentru a caracteriza matematica intuiționistă * * * * *) Să facem o singură remarcă despre matematica intuiționistă, care este necesară pentru înțelegerea locului lui H Weyl în studiul fundamentelor matematicii și în întrebările sale filozofice Se referă la relația intuiționismului cu tendința constructivă modernă în matematică Să cităm cuvintele lui A A Markov și N A Shan'in, care conduc școala rusă de matematică constructivă, școală care a apărut pe aceeași bază critică ca și matematica intuiționistă și a împrumutat mult din matematica intuiționistă și are o serie de trăsături comune cu acesta din urmă (vezi [ ], p ) În lucrarea sa "Despre o înțelegere constructivă a judecăților matematice", N A Shanin scrie: "Procesul de apariție a matematicii intuiționiste a fost, în esență, procesul de căutare a unor astfel de idei și concepte care ar putea deschide perspective pentru construirea de teorii matematice fără folosind abstractizarea infinitului actual Trebuie remarcat faptul că acest proces a dat anumite rezultate pozitive Printre ideile prezentate de Brouwer și H Weil, se numără cele care au deschis calea către o tendință constructivă în matematică Aceasta include, în primul rând, orientarea către construcția de teorii matematice fără a folosi abstracția infinitului actual" ([ ], p ) A A Markov în scurta sa prefață "De la editor" la cartea lui A Rating "Intuitionism" notează că multe dintre opiniile intuiționiștilor "au fost percepute și asimilate de matematicieni constructivi care nu au fost mulțumiți de modul de gândire teoretic set-theoretic care predomină în prezent" " Aceşti matematicieni împărtăşesc, în special, atitudinea critică a intuiţioniştilor faţă de legea mijlocului exclus" ([ ], p din traducerea rusă) Astfel, latura rațională a intuiționismului, care este supusă unor discuții și considerații științifice serioase - ținând cont de aceasta, oamenii preferă de obicei să vorbească despre matematică intuiționistă sau despre logica intuiționistă - continuă să alimenteze gândirea științifică ) !) Merită să acordați atenția cititorului articolului "Intuiționism" în al doilea volum al "Enciclopediei filosofice" [ ], deținut A S Yesenin-Volpin și V A Kozmidiadi, în care latura matematică a intuiționismului este clar dezvăluită- alături de critica atitudinilor filozofice ale fondatorilor săi ) Pentru o cunoaștere detaliată a acestuia, emis Cartea lui A Geiting [ ] în traducere rusă, comentată în detaliu de A A Markov, la care trimitem cititorul ) În această privință, se poate indica și așa-numita critică ultra-intuiționistă a matematicii și programul corespunzător de fundamentare a acestei științe (concepțiile lui A S Esenin-Volpin; vezi [ ], [ ]), care este considerată de autorul său ca o dezvoltare consecventă a "scepticismului brauerian" la naiba Când trebuie să luăm în considerare un fenomen din știință, care, fără a înceta să-și păstreze semnificația pentru modernitate, aparține în același timp deja istoriei culturii, este firesc să ne bazăm pe aprecieri testate în timp și pe dovezi documentare Urmând această abordare, pentru a arăta atitudinile filozofice ale lui Weil în cadrul intuiționismului (amintim că lucrările lui Weil despre fundamentele matematicii aparțin stadiului timpuriu al dezvoltării intuiționismului, când aspectul filosofic al acestei tendințe era deosebit de semnificativ), vom cita două pasaje dintr-o colecție a lucrărilor sale publicate în limba rusă "Despre filosofia matematicii", devenită de multă vreme o raritate bibliografică Iată cum descrie Weil înțelegerea sa despre matematică: "Punctul de plecare al matematicii este seria naturală a numerelor, adică legea S, care generează primul număr din nimic și din orice număr deja dat, numărul imediat care îl urmează Teoremele matematice se referă parțial la întregul set de numere naturale și parțial la întregul set de secvențe emergente de numere naturale care apar ca urmare a actelor de alegere liberă Ele se referă, așadar, parțial la posibilitatea care se extinde la infinit și este generată de desfășurarea infinită a unei serii de numere naturale controlate în dezvoltarea sa de legea și, parțial, la libertatea infinită a unor acte de alegere tot mai nedeterminate inerente în însăşi esenţa succesiunii numerice devenire, care este capabilă la fiecare pas, să oprească într-un loc arbitrar procesul de dezvoltare a unei serii de numere naturale care începe din nou Este inerent naturii materiei însăși ca viziunea esenței din care decurg teoremele generale se bazează întotdeauna pe inducția completă, pe intuiția matematică originară Aplicarea matematicii în științele lumii reale, în special în fizică, exprimă în cele din urmă și faptul că suntem capabili să oferim o imagine teoretică a ființei doar pe fundalul posibilului (de exemplu, spațiul gol ca mediu de posibilitate) coincidențe spațiale) Matematica nu este o schemă pietrificată care să aducă cu ea pietrificare, așa cum cred adesea profanii, nu, iată-ne la acea intersecție nodă a necesității și libertății, care constituie esența omului însuși" ([ ], p ) Și în alt loc: "Matematicienii interpretează judecățile generale autosuficiente ca o parte despre întregul (Allheit) numerelor naturale, în timp ce ca o parte despre întregul întreg, secvențe de numere naturale devenind prin acte libere de alegere Ele, prin urmare, se referă la posibilitatea infinită a nelimitatului, determinată de legea lui aleph, continuarea desfășurării numerelor naturale și, parțial, la libertatea infinită a noilor acte de alegere nelegate, care la fiecare pas se rup într-un mod arbitrar loc iar şi iar procesul de început de dezvoltare a seriei numerelor naturale În însăși esența materiei, intuiția esenței (Weseneinsicht), din care izvorăsc toate judecățile generale, se bazează întotdeauna pe așa-numita inducție completă Nu are nevoie de fundamentare suplimentară și nu este capabil de aceasta; căci nu este altceva decât prima intuiţie matematică a "altul ori " ([ ], p ) "Toate acestea sunt determinate a priori de esența procesului de generare a alefelor intuiției primare matematice" (ibid ) În aceste pasaje elocvente este greu de observat o anumită nuanță filozofică care reflectă influența teoriilor idealiste ale cunoașterii "O secvență nesfârșită de acte de alegere din ce în ce mai nedeterminate", ideea "a priori" "prima intuiție matematică" a inducției complete, conceptul Brouwer al continuumului ca "mediu al devenirii libere", repetat în mod repetat în multe lucrări ale lui Weyl, opunând matematica ca știință a posibilului "științelor despre lumea reală" (cărora Weil le-a atribuit fizica mai presus de toate) - acestea sunt manifestări concrete ale acestui lucru Deși această colorare a fost "mai blândă" decât unele dintre afirmațiile subiectivist-voluntariste ale lui Brouwer (care spunea că există la fel de mulți matematicieni câți matematicieni există; că matematica este o activitate x) - o activitate prin care o persoană aduce ordine în lume în jurul său și îl subjugă, inclusiv pe alți oameni, propriei sale voințe * )), nu a intrat în niciun caz în conflict cu principiile filozofice ale acestuia din urmă De exemplu, Weyl s-a alăturat opiniilor lui Brouwer asupra experienței "dezintegrarii momentelor vitale" care sunt separate doar de timp, dar pot fi reunite într-o "două unitate", ca "fapt primar al inteligenței umane" ([ , p ), care stă la baza întregii activități matematice (cf caracterizarea intuiționismului în [ ], pp - ) Trebuie spus, totuși, că, pentru toată colorarea filozofic neconvingătoare a "filozofiei matematicii" a lui Weyl, cea principală pentru aceasta din urmă este o altă latură, destul de rațională, și anume, critica ideii matematice a infinitului real și cererea asociată acestei critici de a revizui anumite principii logice fundamentale, în special, rolul legii mijlocului exclus în matematică Weil scrie că definiția numerelor ca "obiecte ideale" "devine periculoasă abia atunci", "când o secvență de numere care se desfășoară în infinit și ia naștere în mod natural se transformă într-un set închis de obiecte care există în sine" ([ ], p ) "Brauer", citându-l pe Kleene din lucrarea lui Weyl [ ], "ne-a deschis ochii și a arătat cât de mult matematica clasică, alimentată de credința în "absolut" dincolo de orice abilitate umană, depășește astfel de afirmații care pot pretinde sens și adevăr real, bazat pe dovezi" ([ ], p ) Trebuie remarcat aici că, în timp ce asimila și aplică terminologia filozofică comună în Occident în timpul său, Weyl a fost adesea incapabil să-și exprime în mod adecvat punctele de vedere asupra opoziției dintre atitudinile clasice și intuiționiste în matematică (acest lucru este deosebit de necesar să se suporte în minte pentru cititorul nostru, care este obișnuit cu un anumit sens al termenilor filozofici) Astfel, el vorbește adesea despre importanța pentru matematică a opoziției dintre "idealism" și "realism naiv"; în literatura noastră, aceste pasaje din Weyl sunt adesea interpretate ca un discurs împotriva materialismului - x) În [ ] Weyl transmite cuvintele lui Brouwer că matematica "este mai mult un act (Tip) decât o învățătură" (vezi p ) ) Vezi [ ], p ; [ ], pp - "Realism naiv"; de fapt, sensul principal în ele era un alt sens Luați, de exemplu, următoarele cuvinte ale lui Weyl: "Justificarea teoretică a mulțimilor este o etapă a realismului naiv care nu este conștient de tranziția pe care a făcut-o de la dat la transcendental (adică de fapt seturi infinite - fi ) Brouwer este un reprezentant al idealismului, deoarece el cere reducerea a tot ceea ce este adevărat la dat intuitiv" ([ ], p ) Aici, prin "realism naiv" Weyl înseamnă atitudinea teoretică a seturilor a lui Cantor în matematică - al cărei adversar era într-adevăr un implacabil - și prin "idealism" (precum și prin abordarea "fenomenologică", despre care vorbește adesea în contexte similare) ) are în vedere, în primul rând, poziția în matematică, pornind de la prioritatea "intuiției" asupra celor realizate prin raționament, cunoaștere logică, mediată: intuiționismul în matematică "Intuiția" lui Weil (și Brouwer) va fi discutată mai detaliat mai jos Între timp, observăm că folosirea expresiei "realism naiv" pentru a desemna o atitudine teoretică a mulţimilor este în concordanţă cu sensul termenului "realism", provenit din filosofia scolastică Permiteți-mi să vă reamintesc în acest sens că în lucrările moderne despre fundamentele matematicii - mai ales în străinătate - termenul de "realism" (împreună cu termenul de "platonism") este folosit într-un sens similar: ca desemnare a unei direcții în logică și matematică care atribuie obiectelor abstracte un anumit tip de ființă independentă - în afara sferei obiectelor percepute senzual - Din punct de vedere filozofic, accentul persistent al lui Weil asupra naturii substanțiale și constructive a matematicii este atractiv "Poziția și aspirațiile "intuiționismului" matematic, notează VF Asmus, "au ca premisă atitudinea negativă a "intuiționștilor" față de absolutizarea fundamentelor logice și formale ale matematicii" ([ ], p ) Această poziție este exprimată, de exemplu, în următoarele cuvinte ale lui Weyl: "Matematica nu constă deloc în elaborarea unor concluzii logice din premise date în toate direcțiile; nu, problemele sale sunt puse de intuiție, de viața spiritului științific, iar aceste probleme nu pot fi rezolvate după o schemă stabilită precum problemele de aritmetică școlară Calea deductivă care duce la rezolvarea lor nu este predeterminată, trebuie descoperită și, făcând aceasta, putem folosi intuiția, analogia, experiența care vede instantaneu prin diversitatea conexiunilor" ([ ], p ) În viața spirituală a unei persoane, Weil a evidențiat (vezi, de exemplu, [ ]) două sfere: sfera creativității (Gestaltung), construcția căreia se dedică un artist, un om de știință și un inginer și sfera reflecție, reflecție (reflecție, Besinnung) Matematica ca activitate, ca și realizarea de construcții matematice, la fel ca fizica, aparține primei zone, zona "acțiunii constructive" (Weyl atribuia metamatematica cu cunoștințele sale de consistență, precum și filozofia, celei de-a doua domenii) ) Se poate spune, scria el în [ ] (p ), despre "întunericul" originar al raționamentului: încă nu primim adevărul când pur și simplu deschidem ochii larg spre lume - adevărul trebuie obținut prin acțiune; chiar și în matematică pură sau în logică pură nu putem decide dacă o formulă poate fi satisfăcătoare prin intermediul caracteristicilor descriptive; trebuie să trecem la acţiune: noi începem cu axiome și aplicăm practic regulile de inferență, repetându-le și combinându-le arbitrar Deosebit de importantă pentru a conferi matematicii un caracter semnificativ și constructiv este metoda inducției complete ("matematice") ("metoda inducției complete este într-adevăr principala ei caracteristică care pătrunde în întreaga matematică"; "din punctul de vedere al intuiționismului, ea este inducția completă care protejează matematica de pericolul de a se transforma într-o tautologie monstruoasă" ([ ], p )) Weyl, ca și alți intuiționiști, plasează metoda (principiul, regula) inducției matematice la baza însăși a matematicii Nu putem, argumentează Weil, "reducem definiția prin inducție deplină la ceva mai primordial Seria numerelor naturale și intuiția iterației conținute în ea constituie ultimul fundament al gândirii matematice" ([ ], p ); "principiul inducției complete, dat nu sub forma unei formule, ci aplicat consecvent in concreto, este forța proprie și singura a matematicii, pra-intuiția matematică" ([ ], p ) În lumina dezvoltării moderne a fundamentelor matematicii și logicii, se știe, de exemplu, că teoriile deductive (calcul, sistemele formale) sunt construite constructiv ("inductiv") și că principiul inducției complete joacă un rol fundamental în matematica constructivă (vezi [ ]), - ideile Weyl despre funcția "creativă" a inducției matematice sună deosebit de proaspete Desigur, se poate argumenta dacă acest principiu este extralogic, chiar pre-logic (cum credea Weyl) sau logic (cum se poate - și ar trebui - să argumenteze cu el în legătură cu încercarea sa de a trasa o linie dură în cunoaștere între gândire) și acțiune) Deși o astfel de dispută poate fi considerată într-un anumit sens o "dispută despre cuvinte" (la urma urmei, logica poate fi definită în moduri diferite), totuși considerăm convingător punctul de vedere al lui S A Yanovskaya ), insistând asupra naturii logice a regula a inducției matematice complete și arătând că introducerea ei în știință a însemnat o extindere semnificativă, fundamental importantă, a mijloacelor logice de cunoaștere exactă în comparație cu logica aristotelico-scolastică După cum scrie S A Yanovskaya, "regula inducției complete a fost ferm stabilită în știință încă din epoca lui Descartes și Pascal, a făcut obiectul unor discuții aprinse între logiciști ) și Poincaré la începutul secolelor XIX-XX și a fost special discutat în Algebra logicii a lui Schroeder ca una dintre "legile necesare gândirii" (denknotwendigen Gesetze) ale logicii generale" ([ ], p ) Iar Weil a urmat această tradiție științifică atunci când a declarat că principiul inducției complete "aduce cu el demonstrațiilor matematice un moment cu totul nou și deosebit, străin de logica aristotelică, și acesta este cel care constituie adevăratul suflet al demonstrației matematice" ([ ) ], p ) Viziunea inducției matematice ca fiind de natură logică este în orice caz mai în concordanță cu filosofia noastră *) Este exprimat în articolul [ ], precum și în comunicarea lui S A Yanovsky la Congresul Internațional al Matematicienilor, desfășurat la Moscova în ) Adică, susținătorii logicismului - o direcție în fundamentele matematicii, asociată în primul rând cu lucrările lui B Russell Vezi [ ] despre logicism tradiția științifică, conform căreia problemele identificării abstracțiilor inițiale ale teoriilor științifice, formulării principiilor extinderii cunoștințelor și regulilor de inferență aparțin domeniului logicii și metodologiei științei Descriind cunoștințele, V I Lenin a scris că cele mai obișnuite "figuri" logice sunt cele mai obișnuite relații ale lucrurilor ([ ], p ), - relațiile lucrurilor pe care le cunoaștem operând cu ele și transpunând această operație într-un plan "construcții mentale Acesta este tocmai ceea ce este esențial pentru înțelegerea naturii "construcțiilor mentale" (termen pe care A Rating îl folosește în cartea sa [ ] și care servește adesea drept substitut pentru "intuiție") pe baza inducției complete Dar care este "intuiția" (și "intuiția originală") a lui Weyl, care este cel mai clar întruchipată în regula inducției complete? Este evident că însăși folosirea conceptului (sau, mai bine, a cuvântului) "intuiție" de către acest sau acel om de știință nu înseamnă deloc idealism Totul este despre sensul dat acestui concept Prin urmare, critica uneori prea "directă" a atitudinilor filosofice ale lui Weyl pentru rolul mare pe care el l-a atribuit intuiției în cunoștințele matematice nu atinge scopul dacă nu este însoțită de o elucidare a adevăratului sens al intuiției lui Weyl Evident, "intuiția" lui Weil nu este o intuiție ilogică în spiritul, să zicem, A Bergson Este, după cum spune V F A s m u s, "metoda discreţiei intelectuale directe în matematică" Dezvăluind semnificația rațională a intuiționiștilor, autorii articolului [ ] indică faptul că pentru cei din urmă persuasivitatea intuitivă și claritatea intuitivă sunt dovezi speculative sau vizuale imuabile, inerente etapelor elementare ale raționamentului, judecăților individuale sau conceptelor individuale; un exemplu de propoziție intuitiv convingătoare în acest sens ar fi propoziția " = " sau "De la A urmează A" (pentru această propoziție particulară A) Până în acest punct, nu vedem încă niciun subiectivism în înțelegerea intuiționiştilor în matematică Totuși, conceptul de intuiționist, și în special Weyl, al intuiției ca fundament ultim al judecăților matematice este, de asemenea, invadat de un anumit conținut filozofic "În lucrările intuiţioniştilor", scrie V F Asmu s, "este necesar să se distingă conceptul de intuiţie, la care au ajuns pe baza unor probleme matematice propriu-zise, şi care le-a fost necesar să lumineze şi să explice creativitatea matematică, de la conceptul de intuiție, extras parțial de ei din filosofia idealistă și nelegat de legătura necesară cu conținutul teoriilor științifice" ([ ], p ) Conceptul filosofic de intuiție insuportabil, la care se face referire aici, este conceptul de acțiune absolut spontană și manifestarea libertății originare a spiritului uman Deși Weyl vorbea adesea despre semnificația în cunoașterea acțiunii și a creativității, acestea din urmă pentru el - cel puțin în matematică - erau în primul rând de natură intelectuală: el nu vedea în persuasivitatea intuitivă, în claritatea intuitivă a celui mai simplu "mental construcții" ale matematicii (și logicii) rezultat al dezvoltării practicii anterioare ("prematematice") Dar fără a ne referi la criteriul epistemologic al practicii, "conceptul de intuiție, care este originalul pentru "intuiționismul" lui Brouwer și Weyl, devine șubredă O îndoială justificată apare în capacitatea "intuiționiştilor" convinge-ne că rezultatele construcțiilor lor sunt ceva mai mult decât creativitate subiectivă, că ele constituie știință" ([ ], p ) Concepția lui Weyl despre intuiție ca ultimul fundament al adevărurilor matematice, prin urmare, nu a inclus cel mai important element al epistemologiei științifice - luând în considerare rolul practicii în cunoaștere, în special, în cunoașterea matematică Tendința constructivă internă modernă în matematică - care, după cum am remarcat, este în mai multe aspecte o dezvoltare a ideilor intuiționiştilor - diferă decisiv de Weyl în acest sens Așadar, N A Shanin, subliniind inacceptabilitatea fundamentelor metodologice ale matematicii intuiționiste, spune: "Intuiționiștii nu recunosc practica și experiența umană ca sursă pentru formarea conceptelor matematice, a metodelor de construcții matematice și a metodelor de inferență" ([ ) ], p ) A A Markov, în comentariile sale la cartea lui A Heyting "Intuitionism" subliniază că construcțiile mentale ale matematicii - cele cu care Weyl leagă în mod direct conceptul de "intuiție" - ar trebui luate în considerare în lumina abstractizării fezabilității potențiale și că au ca prototipurile lor construcţii materiale practic realizabile "La urma urmei, construcțiile mentale, cum ar fi, de exemplu, construirea unor numere naturale din ce în ce mai mari, sunt de obicei turnate din construcții materiale realizate în realitatea din jurul nostru Prototipurile materiale ale unor astfel de construcții sunt construcțiile de case din ce în ce mai mari, mașini din ce în ce mai complexe etc Pe de altă parte, construcțiile mentale se dovedesc adesea a fi proiecte de construcții materiale Cei mai complecși algoritmi sunt implementați mai întâi ca construcții mentale, iar apoi în epoca noastră a ciberneticii sunt întruchipați în funcționarea mașinilor electronice, asemănătoare în multe privințe cu creierul uman" ([ ], p din traducerea rusă) Oamenii de știință autohtoni, reprezentanți ai direcției constructive în matematică, continuând linia critică a intuiționismului în raport cu unele abstracțiuni ale matematicii și principiile logicii, își leagă premisele inițiale nu cu conceptul de intuiție (chiar în sensul său rațional, ca un vizual vizual) sau persuasivitatea vizuală mentală a etapelor elementare ale raționamentului matematic), dar cu ideea de a construi matematica pe baza unor "limbi" exacte special dezvoltate, cu propria lor semantică constructivă specială În acest caz, conceptul exact de algoritm (algoritm), care joacă un rol la fel de important în matematica constructivă ca și conceptul de mulțime din matematica clasică, și conceptul aferent de mulțime generată (numerabilă), sunt de importanță esențială Acest lucru permite direcției constructive din matematică să excludă ca obscure, fără sens, o serie de idei și concepte care sunt esențial importante pentru intuiționişti (și păreau "intuitiv convingătoare"!) Pentru ei (în primul rând, conceptul de "secvență care devine liberă" ", care joacă un rol fundamental în matematica intuiționistă) și dezvoltă principii de interpretare constructivă a judecăților matematice (vezi [ ], [ ], [ ]) * * * Weil nu a fost un filozof "profesionist", dar, ca mare om de știință, a răspuns viu la problemele fundamentale ale științei, adusă de dezvoltarea sa Reflectând asupra lor, a intrat adesea în domenii conexe ale filosofiei și aici trebuie să precizăm că aceste excursii au fost clar afectate de învățăturile filosofice idealiste comune în timpul său și în mediul său social În afirmațiile și raționamentele filozofice ale lui Weyl, putem observa influența "fenomenologiei" husserliane (care a servit ca una dintre sursele existențialismului german), și a "filozofiei vieții", și apriorismul lui I Kant (împreună cu motivele agnosticismului) ), etc Lucrările sale reflectă și motive filozofice mai vechi, în special, un fel de "heraclitism" și pitagorism Multe dintre aceste influențe filozofice au rezonat cu Weyl tocmai din cauza atitudinilor sale față de "filozofia matematicii" "Filosofia vieții" și existențialismul erau în concordanță cu motivele de voluntarism ale colegului său de intuiționism - Brouwer Nici referirile lui Weyl la autoritatea lui E Husserl, în filozofia căruia un loc proeminent a fost ocupat de conceptul de intuiție - "evidență intuitivă", "dăruire de sine intuitivă", în interpretarea căreia găsim împletirea subiectivului -abordare idealistă cu motive obiectiv-idealiste Contextul general al acestor "hobby-uri" filosofice Weyl a servit drept sentimente religioase-idealiste, pe deplin exprimate în lucrarea sa filosofică precum "Lumea deschisă" [ ] Primul capitol al acestei cărți, intitulat "Dumnezeu și Universul", discută legătura dintre matematica infinitului și înțelegerea lui Dumnezeu de către om Potrivit lui Weyl, această legătură este foarte strânsă, deoarece "lumea nu este haos, este un cosmos ordonat armonic prin intermediul legilor indestructibile ale matematicii" ([ ], p ), iar Dumnezeu este sursa armonia matematică naturală a lumii; este știința (și nu istoria sau etica) - în special matematica - cea care deschide calea unui om gânditor către Dumnezeu, deoarece oferă "o viziune asupra acelei armonii impecabile care este în concordanță cu cauza sublimă" d) ([ ], p ) "Matematica este știința infinitului, scopul ei este de a înțelege infinitul de către o persoană care este finită, cu ajutorul semnelor" ([ ], p ); în același timp, infinitul completat ca sferă închisă a existenței absolute este Dumnezeu "Conștiința lumii așa cum ne vine de la Dumnezeu nu poate fi atinsă prin cunoașterea cristalizată în judecăți separate, având o semnificație independentă și raportată la anumite fapte Ea nu poate fi obținută decât printr-o construcție de semn " ([ ], p ) În aceste argumente ale lui Weyl despre Dumnezeu, motivele panteismului sunt simțite clar În același timp, nu există nicio îndoială cu privire la orientarea generală religios-idealistă a viziunii despre lume a lui Weil În acest sens, este orientativ finalul cărții sale [ ], în care dă, cu propriile sale cuvinte, o formulare "teologică" a concluziilor acesteia Raţiunea, scrie Weil, este "libertatea în limitele existenţei; este deschis către infinit Într-adevăr, Dumnezeu, ca infinit desăvârșit, nu poate și nu va fi cuprins de el; nici Dumnezeu nu poate intra în om prin revelaţie, nici a) miercuri Cuvintele lui Weil (din discursul său "Locul lui Felix Klein în modernitatea matematică") despre "sfera intelectuală a vieții, care este una dintre manifestările armoniei mondiale" (vezi p a acestei cărți) Un iubit nu poate înțelege pe Dumnezeu prin percepție mistică Infinitul completat nu putem exprima decât în semne Din această relație fiecare act creator al omului își trage deplina sfințire și demnitate Cu toate acestea, numai în matematică și fizică, din câte văd, construcția teoretică a semnelor capătă suficientă soliditate pentru a deveni convingătoare pentru oricine a cărui minte este deschisă către aceste științe" ([ ], p ) * * * Să ne întoarcem acum la cartea, a cărei publicare în limba rusă a servit drept pretext pentru scrierea acestui articol, "Simetria" a lui Weyl Cititorul va fi de acord că acele motive filozofice ale "filozofiei matematicii" a lui Weyl nu sunt simțite foarte puternic în ea, o schiță critică a cărora este dată în prezentarea anterioară (câteva locuri din carte care ar trebui atrase atenția cititorului în acest acest aspect va fi discutat mai jos); nu există manifestări ale atitudinii sale intuiţioniste în matematică Ce explică asta? Evident, prin faptul că în această carte lucrarea lui Weil ca matematician și naturalist își găsește expresie, și nu reflecțiile sale asupra matematicii, nu punctele de vedere ale filozofului Weil Colorarea filozofică a programului intuiționist al lui Weil a condus la răspândirea în rândul unora dintre oamenii de știință nematematici a ideii lui Weil, în principal, ca reprezentant al "filozofiei matematicii" idealiste Dar pentru matematicienii familiarizați cu opera matematică a lui Weyl, el a fost întotdeauna, în primul rând, un matematician creativ, autorul multor rezultate remarcabile, un matematician care a acordat o mare importanță aplicațiilor teoriilor matematice, în special în fizică Ceea ce trebuie subliniat aici în legătură cu "Simetria" lui Weyl este că publicarea acestei cărți arată o latură diferită, puternică a metodologiei lui Weyl, puțin cunoscută de noi, o latură care a fost asociată cu munca sa creativă în matematică și aplicațiile sale și care nu a fost capabil să-și suprime "hobby-urile" filosofice Acest lucru nu ar trebui să surprindă cititorul Știința cunoaște destul de mulți oameni de știință - exemple vii în acest sens sunt G V Leibniz și I Newton, dintre care primul a dezvoltat o "monadologie" idealistă, iar cel din urmă, în anii săi declin, a fost angajat în interpretarea Evangheliei, care, deschizând noi drumuri în știință și aducând o contribuție majoră la dezvoltarea mijloacelor sale metodologice, în general filozofice, probleme de viziune asupra lumii, s-au poziționat pe pozițiile idealismului sau religiei Cele de mai sus sunt adevărate nu numai în raport cu oamenii de știință-gânditori din trecut, ci și în aplicarea unui număr de oameni de știință moderni remarcabili care trăiesc în societatea burgheză Acesta este ceea ce face ca atitudinile lor filozofice în știință să fie atât de inconsecvente, contradictorii în interior: la urma urmei, știința cere omului de știință să recunoască obiectivitatea subiectului său, ea dezvoltă în el o convingere în adevărul obiectiv al teoriilor sale, admirația pentru puterea cognitivă a mintea umană, în timp ce ideologia dominantă în societate îl împinge în direcția căutării "căii către Dumnezeu", ceea ce a încercat să facă Weil Prin urmare, evaluarea opiniilor filozofice ale unor astfel de oameni de știință nu este deloc o chestiune simplă Pentru filozof partea insustenabilă a opiniilor unui om de știință poate face uneori dificilă discernământul semnificației metodologice a ideilor sale legate de interesele și rezultatele științifice ale omului de știință V I Lenin a spus odată - era vorba despre "criza fizicii" de la începutul a două secole, care a constat în retragerea unor fizicieni "de la recunoașterea directă, hotărâtă și irevocabilă a valorii obiective a teoriilor sale" ([ ] ) , p ), - că știința naturii, și anume fizica, se află în gen: ea dă naștere materialismului dialectic Deceniile care au trecut de atunci au oferit material nou convingător care arată cum știința, prin chiar cursul dezvoltării sale, prin puterea obiectivă a descoperirilor sale, determină viziunea oamenilor de știință asupra subiectului cercetării lor - chiar și a celor care, din diverse motive, în înțelegerea filozofică a științei, iau poziția de idealism sau concesii față de ea - ca o gândire reală, independentă de cunoaștere, existentă, și foarte complexă, dar cognoscibilă, în dezvoltarea progresivă a cunoașterii, un obiect Un obiect pentru studiul profund al căruia matematica devine din ce în ce mai mult un instrument indispensabil Convingerea în obiectivitatea subiectului științei, valoarea rezultatelor sale și fiabilitatea adevărurilor sale - cu relativitatea acestora din urmă, rezultată din natura dialectică a procesului de cunoaștere - caracterizează creativitatea reală a oricărui om de știință autentic Această convingere (în ciuda "fondului" filosofic insuportabil al operei sale) îl caracterizează și pe Weyl Și confirmarea acestui lucru este "Simetria" lui Căci fenomenul descris de acest concept este studiat de acesta nu ca un fel de construcție a unei minți umane "libere", mintea unui matematician, care, la propria discreție (sau prin voința lui Dumnezeu), creează construcții care pot nu au nimic de-a face cu lumea reală, ci ca un fenomen complet real, inerent realității în cele mai diverse zone ale ei: atât fauna sălbatică, cât și domeniul chimiei, și domeniul proceselor fizice, și lumea cristalelor și fenomenele de arta; teoriile matematice servesc ca mijloc de rafinare a conceptului de simetrie, care reflectă fapte reale În prezent, conceptul de simetrie a devenit un concept științific general Transformarea anumitor concepte care au apărut inițial în anumite domenii specifice de cunoaștere în concepte de natură și conținut științific general - exemple de astfel de concepte pot fi conceptul de informație și conceptul de algoritm și conceptul de fiabilitate și multe altele - este una dintre trăsăturile caracteristice ale dezvoltării științei la mijlocul secolului nostru O caracteristică comună a acestor concepte este că sunt științifice generale nu numai (și, poate, nu atât) prin aplicabilitatea lor într-o gamă largă de domenii de cercetare (ceea ce este într-adevăr foarte semnificativ), ci prin faptul că toate - în anumite limite, la anumite niveluri, cu grade variabile de completitudine - sunt rafinate prin intermediul matematicii, în anumite teorii matematice Și tocmai matematica le oferă forță operațională: transformă teoriile construite pentru rafinamentul lor sau cu participarea lor semnificativă într-o sursă de principii euristice, adesea aplicabile cu mult dincolo de sfera genezei lor originale Când Weil și-a scris "Simetria", această "putere euristică" a conceptului pe care îl investiga era încă departe de a fi clară Dar uite ce se întâmplă acum cu conceptul de simetrie în fizică - și nu numai in ea! Acest concept a intrat ferm în teoriile și ipotezele fizice moderne, fără el acum, în esență, nu ne putem imagina un singur pas major în fizica teoretică Ca matematician, G Weyl a înțeles clar această putere a matematicii în studiul acelor fenomene pe care oamenii le-au numit mult timp "simetrie" El a participat activ la crearea unui aparat matematic eficient în descrierea lor Dar, caracterizând procesul de rafinare matematică a sensului, având prototipuri, concepte non-matematice specifice, folosind exemplul "simetriei", el a introdus elemente ale viziunii sale asupra lumii în această caracteristică Când la paginile și citim despre "ideea platoniciană din spatele tuturor manifestărilor și aplicațiilor particulare ale simetriei", că "legile matematice care guvernează natura sunt sursa simetriei în natură", simțim în aceste cuvinte o reflectare a generalului autor de poziţie filozofică Spre meritul lui Weil, trebuie spus că această poziție a lui nu îl împiedică să formuleze o propoziție fundamental importantă conform căreia legile naturii (și arta - arta este inseparabilă de ideea de simetrie) pot fi exprimate cu acuratețe doar prin mijloace a matematicii În general, motivele idealiste nu sunt dezvoltate în carte Referirea lui Weyl la "ideea platoniciană" îi servește în principal pentru a sublinia natura exactă, matematică, și nu aproximativ descriptivă, a conceptului de simetrie, în contrast cu "realizările" acestuia în diverse sfere ale naturii sau artei, ideea că aceasta este evident perfect corect Întreaga carte este doar dedicată arătării că simetria în natură și artă respectă legile descoperite, formulate, stabilite de matematicieni Faptul că Weyl era destul de clar conștient de rolul matematicii în clarificarea conceptelor substanțiale (adică, încă nerafinate, încă bazate doar pe observații empirice, pe operarea cu lucruri concrete) reiese clar din schița conceptului cărții, pe care îl prezintă pe pagini și - Așa caracterizează Weil sarcinile și structura prelegerilor sale: "Mi-am propus două sarcini Pe de o parte, am vrut să arăt o mare varietate de aplicații ale principiului simetriei în artă, în natura vie și neînsuflețită Pe de altă parte, m-am străduit ca cineva să dezvăluie treptat, pas cu pas, semnificația filozofică și matematică a ideii de simetrie" (p ) Și mai departe: "În primul rând, vom lua în considerare simetria oglinzii și rolul ei în natura vie artificială și neînsuflețită mai detaliat Vom generaliza apoi treptat această noțiune în direcția indicată de exemplul nostru de simetrie rotațională; în același timp, la început vom rămâne în cadrul geometriei, dar apoi vom trece dincolo de acesta și, cu ajutorul unui proces de abstractizare matematică, ne vom angaja pe o cale care ne va conduce în cele din urmă către conceptul matematic de o uriașă generalitate, la ideea platoniciană din spatele tuturor manifestărilor și aplicațiilor particulare ale simetriei Schema descrisă este într-o oarecare măsură caracteristică tuturor cunoștințelor teoretice: începem cu un anumit principiu general, dar vag (simetrie în primul sens al cuvântului); atunci găsim un caz special important, a cărui considerare ne permite să dăm conceptului nostru un sens concret și precis (simetria oglinzii); în continuare, pornind de la acest caz particular, ne ridicăm treptat din nou la cel general și deja ne ghidăm nu fantome filozofice, ci bazându-ne pe construcția matematică și abstracția matematică, iar dacă reușim, ajungem în cele din urmă la un concept nu mai puțin general decât cel cu care am început Se poate dovedi că făcând acest lucru am pierdut o parte semnificativă din colorarea emoțională a conceptului inițial, dar noul concept din domeniul gândirii va avea aceeași - dacă nu mai mare - putere de generalizare și, în plus, va fi precis, spre deosebire de conceptul original vag" (p - ) În același timp, știința are nevoie de un concept rafinat de simetrie, ca să spunem așa, nu în sine, ci - și această idee pătrunde practic în întreaga carte a lui Weil - pentru studiul eficient al acelor obiecte senzoriale-concrete pe care oamenii le întâlnesc în practică a cunoștințelor științifice și a altor tipuri de activitate și din care a fost inițial abstras conceptul de simetrie Nu este nevoie de o perspectivă specială pentru a vedea în cuvintele lui Weil, în cadrul sarcinilor pe care le stabilește în cercetarea sa, o reflectare a modului inerent științei de a-și extinde cunoștințele despre lume, felul în care V I Lenin l-a caracterizat în celebrele cuvinte: "Gândirea , urcând de la concret la abstract, nu se îndepărtează - dacă este corect de adevăr, ci se apropie de el "([ ], p ) În același timp, desigur, ar trebui să ținem cont de originalitatea terminologiei lui Weyl, care exprimă ideea rolului conceptelor abstracte în cunoaștere în termenii "ideei platonice" (care poate fi înțeleasă în sensul de un concept matematic exact, conceptul de obiect "idealizat", "abstract" precum acele cercuri ideale, despre care vorbește atât de expresiv B Russell în pasajul citat la începutul acestui articol) Luarea în considerare a metodologiei "Simetriei" lui Weyl face posibilă dezvăluirea unei cunoscute teze filozofice asupra materialului concret: orice cunoaștere, în măsura în care este cunoaștere a noului, în măsura în care duce știința înainte, este cunoaștere dialectică; știința naturii și matematica - unde este vorba de o adevărată mișcare înainte, de depășire a dificultăților reale, și nu de absolutizarea lor (adesea părtinitoare din punct de vedere filozofic) - dau naștere în mod necesar atitudinilor materialiste și unei abordări dialectice; și acest lucru este valabil chiar și pentru acei oameni de știință care, ca și Weil, în sfera întrebărilor metodologice și filosofice generale, sunt influențați de puncte de vedere neconvingătoare din punct de vedere filosofic În legătură cu pasajele de mai sus din Weyl, aș dori de asemenea să subliniez adevărul (care acum capătă o recunoaștere din ce în ce mai mare chiar și în rândul reprezentanților științelor "descriptive tradiționale" care nu folosesc metode exacte) că în mișcarea cunoștințelor din obiecte de experiența senzorial-practică la concepte abstracte și de la acestea din urmă la o înțelegere mai profundă a realității date senzual, schimbată practic de munca umană, matematica joacă un rol din ce în ce mai mare Această tendință de matematizare a cunoașterii a fost resimțită de mult timp de cei mai perspicaci gânditori S-ar putea cita un șir lung de afirmații ale filozofilor și oamenilor de știință din vremurile trecute și prezente despre inevitabilitatea trecerii la o descriere matematică a obiectelor într-un anumit stadiu al dezvoltării oricărei științe (concrete) Este suficient să ne referim la K Marx, care, după părerea lui P Lafargue - și despre asta acum, în epoca noastră de calcul și control electronic E tehnologie, amintiți-vă totul! - a spus că știința ajunge la perfecțiune doar atunci când reușește să folosească matematica; iar Marx s-a angajat în matematică de mulți ani, adică în aplicarea acesteia la problemele economice Toate acestea merită amintite deoarece cartea lui Weyl este un exemplu excelent de aplicare a ideilor matematice și a aparatului matematic la studiul fenomenelor care au fost mult timp luate în considerare în multe domenii (biologie, artă) la nivel empiric-descriptiv Din acest punct de vedere, "Simetria" lui Weyl va trezi, fără îndoială, interesul profund al nematematicienilor de diverse specialități Și încă o latură a lucrării lui Weil, remarcabilă din punct de vedere metodologic, este oportun de spus Acesta este interesul constant al lui Weyl pentru aplicațiile extra-matematice ale teoriilor matematice pe care le-a dezvoltat Ca să nu mai vorbim de legăturile rezultatelor sale matematice cu aplicațiile fizice, el se află la originea unora dintre cele mai "practice" teorii matematice ale timpurilor moderne, incluse în arsenalul teoretic al ciberneticii (cf articol introductiv la această carte, pp - și - ) Nu este surprinzător că studiul conceptului matematic de simetrie pentru Weyl nu a fost o chestiune de matematică "pură" - nu, el a anticipat cu perspicace semnificația simetriei pentru fizică, el însuși a făcut multe pentru a transforma acest concept într-un concept de asemenea " fizic" În acest sens, cartea lui Weyl este un excelent exemplu de lucrare care întruchipează calea dialectică a cunoașterii "de la contemplația vie la gândirea abstractă și de la ea la practică", despre care a scris V I Lenin Trăsăturile metodologice ale muncii lui Weil ca matematician și naturalist evidențiate mai sus, precum și opiniile sale umaniste, impregnate de o înaltă conștiință a responsabilității omului de știință față de oameni (din care articolul introductiv la această carte oferă o idee bună), fac el atât de aproape de noi "Simetria" lui Weil este o carte profundă despre unul dintre cele mai importante fragmente ale dialecticii naturii și descrierea sa matematică Prin integritatea și armonia părților sale, prin bogăția și eficacitatea ideilor științifice și metodologice conținute în ea, prin strălucirea și expresivitatea prezentării, aparține lucrărilor clasice ale literaturii științifice mondiale LITERATURA DE REFERINȚĂ B Russell, History of Western Philosophy, prescurtat transl din engleză, ediție generală și postfață de prof V F Asmus, IL, M , A A Frenkel și I Bar-Hillel, Fundamentele teoriei mulțimilor, trad din engleza Yu A Gastev, ed A S Yesenin-Volpina, "Mir", M , A N e ting, Intuiționism O introducere, Amsterdam, G Weil, Despre filosofia matematicii, trad cu el A P Yushkevich, prefață S A Yanovskoy, Gostekhteoretizdat, M -L , "Intuiţionism", "Enciclopedie filosofică", vol II, H W e y , Lumea deschisă Trei prelegeri despre implicațiile metafizice ale științei New Haven Yael University Press, Londra Humphrey Milford, Oxford University Press, S K Kleene, Introducere în metamatematică, trad din engleza A S Yesenin-Volpin, ed V A Uspensky, IL, M , A Eyting, Mathematische Grundlagenforschung Intuitionis-mus Beweistheorie, "Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenz-gebiete", V III, nr , Berlin, Iuşkevici, prefaţă de A I Kolmogorov, ONTI, Moscova-Leningrad, ) L E J Brouwe, Over de grondslagen de wiskunde, Amsterdam-Leipzig, V F A cm y s, Problema intuiţiei în filosofie şi matematică (Eseu de istorie: XVII - începutul secolelor XX), ed a II-a, "Gândirea", M , G S Tseitin, I D Zaslavskii și I A Shanin, Features of constructive mathematical analysis În: "Congresul Internaţional al Matematicienilor Rezumate ale rapoartelor, M , N A III anin, Despre înțelegerea constructivă a judecăților matematice Proceedings of the Mathematical Institute V A Steklova, vol , "Probleme ale direcției constructive în matematică: ", Sat lucrări ed N A Shanina, ed Academia de Științe a URSS, M-L , A S Esenin-Volpin, Le program ultra-intuitio-niste des foundements des mathematiques, în Sat "Metode infinitiste", Lucrările celui de-al -lea Simpozion privind fundamentul matematicii, Varșovia, - sept , - A S Esenin-Vol'pin, Starea actuală a fundamentului teoriei mulțimilor, Tr Al IV-lea Congres de Matematică Uniune, Leningrad, - iulie , vol II, Lucrări de secțiune, Nauka, Moscova-Leningrad, H W e y , Matematică și logică Un scurt sondaj care servește drept prefață la o recenzie a "Filosofia lui Bertrand Russell", Amer matematica lunar, v , S A Yanovskaya, Despre rigoarea matematică, Voprosy Philosophy, nr , S A Yanovskaya, Logicism, Philosophical Encyclopedia, vol III, M , V I Lei i, Caiete filosofice, Colecție completă cit , v A A Markov, Despre matematica constructivă, Trudy Matematicheskogo Instituta im V A Steklova, vol , "Probleme ale direcției constructive în matematică: ", Sat lucrări ed N A Shanina, ed Academia de Științe a URSS, M - L , V I Lenin, Materialism și empiriocriticism, Colecție completă cit , vol Herman Weil SIMETRIE M , , pagini cu ilustrații Editor V V Donchenko Tehnolog, editor S Ya-Shklyar Corrector V Avtoneeva Predat setului /VI I Semnat spre publicare /X Hârtie x */z "tip Nr Fiz cuptor l + incl Convenţional cuptor l Uch -ed l Circulaţie de exemplare Pret cop Ordinul nr Editura Nauka Redacția principală a literaturii fizice și matematice Moscova, V- , Leninsky Prospekt, Ordinul Bannerului Roșu al Muncii Prima tipografie exemplară numită după Comitetul de presă A A Zhdanov Glavpolgrafprom din cadrul Consiliului de Miniștri al URSS Moscova, Zh- , Valovaya, Herman Weil SIMETRIE Autorul acestei cărți, Hermann Weil ( - ), unul dintre cei mai mari oameni de știință ai secolului XX, a lăsat o amprentă adâncă în multe ramuri ale matematicii și fizicii matematice Weyl, în special, datorăm faptul că astăzi suntem pe deplin conștienți de semnificația pentru matematică și fizică a conceptului general de simetrie Mulți ani de reflecție pe această temă l-au determinat pe Weyl, spre sfârșitul vieții sale, să vorbească unui public larg - matematicieni și non-matematicieni, oameni interesați de științele naturii și oameni interesați de științe umaniste - cu o discuție amplă despre esența simetriei și rolul ei în știință și în artă Astfel s-a născut o carte minunată, oferită atenției cititorului sovietic 